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¥ous manquez de bases 1 dit souvent le protesseur,

C’est bien souvent de 1& que proviennent Jes échecs aux exa-

mens du B.EP.C. et du BACT :: connaissances fragmentaires,
ignorance des donn£es de base, difficuliés & construire un’

développement cohérent, une argumentation, un raisonnement.

La coilection «ies Bases » se propose, dans chaque disci-

pline et pour chaque classe, d'assurer la formation des élevas;

Elle leur fournit des movens simples et cohérents pour réutsir
aleurs examens :

s rédiger avec clarié et pertmence une composit on
frangaise ou un commeniaire de texie,

~ e traduire intelligemment une version,
i parvenir logiquement a la solution d’un probléme

La coliectlon « Les Bases » :

+ rappel dec connalmnces de base, = .

e recherche des méthodes de travail slmplea et
efficaces,

= entrainement aux exerclcec et sujeis d'examens.

Un auxlllaira indispensable pour vous assurer LES BASFS DE
LA REUSSITE.
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_ Introduction .+ =
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G - = e / [ ‘ « Les terres les plus riches sont ceiles
N ; |l que I'on n’atteint qu’en dernier lieu ct
X & N ' Hi qu’avec le plus grand effort. »
$ 7‘ [ André Gide
, =
|/ = . . A »

Dans la collection « Les Bases » : /|| Ne cherchez pas, dans ce petit livre, le contenu d’un manuel mais plut6t une méthode,

A ||| susceptible de vous-dider dans votre travail :

e Les Bases du Francais en 2¢ et 17, " l = Rt 1

par B. Lecherbonnier. — &dégager’ce qui est essentieldans les programmes;
« Les Bases des Maths en 3¢ — a préciser quels peuvent, Is doivent étre vos‘objectifs; > —

’ \ — a @analyser_et¢fester) les meilleurs moyens de les atteindre. —
par CL Lassave. E=E Q ¥ -

o Les Bases des Maths en Terminale, '/7 Si vous considérez seulement ces pages comme un recueil de recettes qui

réussissent, de recettes pour réussir, j’aurai échoué. Si vous parvenez au contraire 2

S — 1

T = - -

e 65 Winlnslmlel. 7 * y puiser les éléments d’une pratique intelligente et efficace, le désir de comprendre et
- 1 ( de vous perfectionner par vous-méme, alors ces pages n’auront pas été inutiles.
= " . - - - -

& Analysons le sommaire. Vous pouvez y distinguer trois parties : )
7 3} e La premitre (page 4) envisage I'étude mathématique d’un peu haut. On croit

peut-8tre perdre son temps; en réalité, on s’appréte A voyager avec sa téte et pas
seulement avec ses jambes. Ici, dans le domaine mathématique, on ne doit pas
seulement savoir faire mais conprendresce qui conduit 3 savoirCommenttravailler.
e La seconde essaye de fixer quelques régles de conduite, que faut-il savoir en
mathématiques, comment bien chercher, comment utiliser ses connaissances? c’est la
partie essentielle du livre; il est normal qu’elle soit la plus longue (page 12).

e La troisieme réunit quelques conseils pratiques, ou bien pour s’informer, ou bien
pour communiquer. (Page 73.)

'y p - '
N y ; 44 fen
) - ) vaal
. . = y 2 e SOWAIWAL
X i i st S
) 5
/ () s ! 2 Cow ;L\,\.,\t: & * b
Z) Cﬂ. &&*3 Bt &) ~3 A O W
oo e Ve ‘\ﬂ-v\ §
{ — \3( e~ Nern
x AT st i £ s
= . . ALl
© Editi £ ) 3 3 \*——-f'LQ:- "“*Xr‘ >
© Editions Fernand Nathan 197@- Cat” - £
Toute reproduction, méme partielle, de cet ouvrage est Interdite. Une " — y
o g " » J
-ay re;:‘t:gu:'tlllon glrdquolquo‘s;rncéd& que ce soit, photographie, \ o \f i '
roflim, bande magnétique, disque ou autre, constitue une / T\2 .
= «les peines prévues par la lol du 11 mars 1957 surla a— C’y wh “’\'U-“\ bl r\

b
N3

A | | ¥ 19B G v



d

Le cycle de I’activité mathématisante

« Faire des mathématiques!»

Toute crc.':at'ion [nathématique peut étre décrite comme une succession de cycles tels
que celui figuré dans le schéma suivant :

« L'essence des mathématiques est leur @
lfb(‘ﬂt‘. » > -~ 3
1. SITUATION : (Mmoo T
Geogy Comror «REELLE» —"—.‘— | ';

Au niveau des Terminales. que faut-il entendre par l'expression «faire des A
mathématiques »? }
Pour I'éléve cela peut signifier simplement ctudier. Dans ce sens, on «fait des l o trom
mathématiques » comme « on fait du frangais », comme «on fait de I’anglais » ou «de | con ; nter
la physique ». Et personne, parmi nous, ne méprise ce genre d’étude; on n'invente ni [/
Shelley, ni Racine, ni la conjugaison du verbe étre ni la formule de cos (a + b). Mais, J
en ce sens, « falre'des math », ¢’est étudier des mathématiques de confection, faites, L eATioN i .GHEOR!
construites par d’autres. - | DE LA THEORIE 4 MATHEMATIQUE
Pourquoi n’en construirions-nous pas, nous, ¢’est-a-dire vous et moi, ou bien vous
ou moi? C’est d’ailleurs ce que nous faisons plus ou moins consciemment; on a pu g PORET I
dire que chacun se Uit $a ] ématique, I'éleve de maternelle aussi bien | «NDoAc
que le mathematicien du College de France et par conséquent I'éléve de Terminale | Wi ire A et
aussi bien. :
- s . Cinq verbes :
Il ne s’agit donc pas de I'étude un peu passive ou
contemplative d'une mathématique toute faite mais de 1 observer,
lElaboration personnelle d’une conception mentale. 2 abstraire,
. — i 5 5 . . . . 3 déduire,
Avoxrlune |d'ee de cette activité mathématique nous aidera a « faire des math » au sens 4 concrétiser,
restreint d’étudier, 5 confronter,
~En résumé. - ;
1l y a plusieurs acceptions pour I'expression «faire des math » ; celle d’étudier des représentent des'actmnslqui servent de transition entre quatre ‘E :TATS
mathématiques toutes faites, celle de construire la mathématigue dont on a besoin. sell |
. s _ . . ) —_— 1. situation «réelle»,
D Le cyc'le de Pactivité mathématisante décrit cette construction. ) 11. modéle mathématique,
C'e qui permet de comprendre I'expression «faire des math » et pourquoi il est faux 1L thét_)rie. mathématique,
"opposer cong abstrail, pourquoi il est aussi jnsensé d’opposer des mathéma- IV |utilisation de la theorie.
liques qui seraient classiques & d'autres qui seraienl modernes.
A Z . . . 5 4
\Z-La methode axiomatique est un exemple typique des conceptions fécondes de la . . L. o
mathématique actuelle. ! Les fleches indiquent le sens de progression. Une fois amorcée a partir d’observa-
fac Atahl: .. . T Pactivitd est cveli le continue, la confrontation étant une sorte
Ces données Etablies, nous comprendrons alors ce qu’il faut entendre, effective- tions, Pactivite ‘esl cycl}qlllc.t‘ lee en détail e
ment, par «faire des mathématiques » quand on est éleve de Terminale. d’observation. Parcourons le cy A
4 5
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LES DASES DES MATHS

Au départ. une situation réelle (1), c’est-d-dire assez familiere pour que, cchln qui
J'observe sache I'appréhender dans son ensemble_ou \toul au moins lt,:xp orer,
I'inventorier. en manipuler les élements. Vous penserez a gqs exemples vécus. Pa’r
exemple, en Troisieme vous avez ¢tudic des fp\nctlons numériques du premier degré.
Puis vous avez étudié les fonctions du deuxieme degré. A_partlr de ces ex.emples
familiers. vous avez formé le concept plus général de_fonctlon (pas nece§sa|rcmcnt
numérique). Dans cette étude, les fonctions les plus 51mple§ constituent a vos yeux
une «réalité observable» (1), & partir de laquelle vous dégagez un concept plus
oénéral. D'abord observer (1), mais pour abstraire (2) c’est-a-dire oublier ce qui
Burail secondaire. particulier, propre i tel ou tel exemple de fonction pour ne retenir
que ’essentiel, ce qui est jugé tel.

Aboutir ainsi & des définitions simples (si possible), aussi clairement précisées que
possible, énoncer des régles qui seront considérées comme vraies pour les éléments
de I'ensemble étudié : les axiomes du modéle mathématique aussi constitué (II).

Avantage présenté par ce modéle : débarrassé des détails qui font la richesse de la
réalité mais aussi I"aspect confus sous lequel elle nous apparait souvent, le modele
mathématique se préte au raisonnement logique. A partir des définitions posées et
des axiomes adoptés, on peut déduire (3) des propositions vraies, des résultats
nouveaux; on démontre des théorémes qui sont vrais pour les éléments du modele si
et seulement si les regles de la déduction ont été correctement appliquées. Grice & un
effort d’attention, de rigueur et d’imagination, le mathématicien déja un peu moins
apprenti (bien qu’il le reste toujours) construit un ensemble de résultats vrais pour le
modele considéré, il construit une théorie mathématique (III) ou tout au moins il
amorce cette construction. En général, de nombreux développements sont possibles,
on ne les épuise pas; on pressent des résultats intéressants qu’on ne sait pas
démontrer, alors on formule des conjectures...

Tout ;ela est satisfaisant pour I'esprit et, dans beaucoup de cas, les chercheurs en
mathématique pure se contentent de poursuivre le développement de la théorie par
gout de la recherche et de la théorie abstraite. Mais il est également instructif et
attrayant de chercher comment concrétiser (4) la théorie, comment en utiliser les
résultats dans une situation réelle (IV). Il arrive qu’une théorie abstraite convienne
pflrfaltement a traduire toute une réalité physique, sociologique ou économique;
c'est le vaste domaine des mathématiques appliquées. ’

_ Seulement, il arrive aussi souve

i nt que tout ne va pas pour i
confronte (5) les résultats de ces Ay .

mathématiques appliquées 2 la réalité observabl

: ' : e Il

Zﬂaﬁiesur.esultats qui « co!lept », d’autres qui s’écartent un peu de la réalité, d’autres
qui sont en contradiction avec les résultats des observations. Confronter, c’est

" 1catio i Eali

enrigh’e de résultats nouveaux découy i
° ) ert
le modéle abstrait et de questions nouvelles. e R foshlieE

Sur cette réalité enrichi
enrichie, un nouveau cycle d’activité —
’ activit .
cer.... Vers un nouveau modale y € mathématisante peut commen

plus complexe, vers une nouvelle théorie plus riche

oo
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LES BASES DES MATHS

Retrquuez, ce schéma de I’ activité mathématisante dans I’évolution qu’a suivie votre
pensée dans le cours de vos années d’étude. Par exemple, les divers ensembles de
nombres : des dénombrements quand vous appreniez a compter aux équations du
type x>+ x+1=0 a résoudre dans C. Ou bien ce que vous appeliez droite et plan
dans une premiére conception intuitive de la géométrie et ce que vous appelez ainsi,
maintenant, dans un espace affine as;‘()cié a un vectoriel de dimension trois construit
o " 4 sy s el T

sur les réels. Vous réfléchirez a d’autres exemples.

“~
i S‘Tﬁ
™

Une activité complete ~

Le schéma précédent met en évidedce le caractére trés complet d’une activité
mathématisante : les cing verbes €orrespondent a cinq actions qui mobilisent et
développent des facultés d rit tres différentes les unes des autres.

Observer : il faut étre curi€ux et attentif; il est permis de « manipuler » une certaine
réalité, de titonner, ...; qualités qui sont celles des sciences expérimentales et des
sciences d’observation.

Abstraire c’est aussi inventer; le modéle mathématique est une créatiop.de I’esprit.
crealion.

Déduire, c’est faire fonctionner I'esprit logique; on a confondu souvent «faire des
math» et «démontrer des théorémes » alors que ces démonstrations ne sont qu’un
épisode de I’action mathématique; épisode essentiel cependant si on veut bien

admettre qu’il n’y a gu’en mathématique qu’on démontre.

Concrétiser est indispensable; les plus bellesthéories, les plus riches en théorémes, ne
sont pas moins belles quand elles se traduisent en résultats utilisables dans d’autres
théories ou dans certaines situations réelles. La mécanique de Newton n’a rien perdu
de sa beauté quand, grice a elle, Clairaut a prévu le retour de la cométe de Halley
(1758) ou quand Einstein a prévu qu’elle n’expliquait pas des inégalités dans le
mouvement de Mercure autour du Soleil (1917) : on a trouvé, & ces occasions,

certaines limites de sa validité. DirostAZLsNT

mtonfronter les résultats de la théorie aux réalités observés, cela demande du soin

d"abord puis une grande riguenr_fntellectuelle.

Pour toutes ces raisons, «faire des math» participe a la formation de I’esprit.

Reconnaissons aussi qu’une opposition « concret-abstrait » dont on parle souvent (au
lieu de dire «tel sujet d’étude est difficile » on a tendance a dire «il est trop abstrait»),
que cette opposition n’a pas de sens. Pas de mathématique sans abstraction; pas de
théorie mathématique sans concrétisation, c’est dans le domaine de I’abstraction que

la mathématique se développe mais c’est par la concrétisation qu’elle reprend son
inspiration; un peu a la manijére d"Antée qui reprenait vigueur en touchant tEITe.—
Profitons de ces remarques/pour régler son compte a la soi-disant opposition de

mathématiques qui seraient k classiques » et d’autres qui seraient « modernes ». Les
premiéres seraient celles qui étaient enseignées aux niveaux universitaires avant
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1940, les autres celies cui utilisent explicitement les concepts et le vocabulaire dF la
théorie des ensembles ¢t gui mettent en relief les structures. Les modernes seraient
plus abstraites que les classigues.

Les mathématiques ditcs clussiques ont constitué la partie forte de la formatiqn d_es
ingénieurs au X1x° siccle ei au début du XX («math de Gr_am;‘l’Papa », c'est-a:dlre
géométrie synthétique ou unaivtique. calcul différentiel et intégral). Le.s mathéma-
tiques dites modernes zftribuent i 'alatbre une place fondamentale qui absorbe !a
plus grande partie de la géoméirie «classique»; les concepts de la topologie
englobent ce qui était auparavant approche presque intuitive de I'analyse. Iy a donc
réorganisation de I’architecture d’ensemble, non opposition.

Pour conclure, on pourrait dire : les mathématiques sont classiques par leur contenu,
modernes par leur présentation, leur construction. Les mathématiques que nous
étudions sont classiques@modernw.

La méthode axiomatique

Depuis Euclide, I'idée qu’on se faisait des axiomes a évolué. La conception moderne
de I’axiomatique illustre la pensée de Cantor placée en épigraphe de ce chapitre : le

mathématicien est libre de poser a priori tout systéme d’axiomes pourvu qu'il soit

non-contradictoire; la théorie qu’il développe ensuite est celle du modéle mathéma-
tique défini par ce systéme d’axiomes. En fait, la liberté de création, d’invention peut
étre guidée par I'observation d’une certaine situation; ce n’est pas obligatoire; le
caractére non-contradictoire du systéme est au contraire essensge!.

Exemple typique de cette conception, I'axiomatique de
Peano dont voici une interprétation dans notre langage

usuel :
P1. Zéro est un naturel.
TN P2. Si a est un naturel, le successeur de a noté a-, est un
N ) naturel, i
\ 3;/,\(__6 P3. Zéro n'est le successeur d'aucun naturel.
v» . P4. Deux naturels qui ont des successeurs égaux sont
W égaux.

P5. Si zéro est élément d’un sous-ensemble S de natu-
= rels, si tout successeur d'un élément de S est
élément de S, alors S est égal 4 I'ensemble N des
naturels (axiome de récurrence),

Peano a montré (Arithmetics principia novo methodo exposita, Torino 1889) qu’a
partir de ces axiomes et grice a des définitions simples de 1’addition, de la

8
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multiplication et de I'exponentiation, on retrouve toutes les propriétés des naturels.
Rappelons la définition de I'addition pour souligner le soin de la construction :

|- N N ~—> Au couple (x, y) de naturels, I'addition fait correspondre le
i o Yo Sty naturel somme noté x+y tel que :
. -7 ) 1. x+0=x (zéro est neutre a droite);
- 2.si la somme x+y est supposée définie, alcrs
& r} % (x+y)y=x+y (la somme x+ y étant supposée de&finie, le
o OAe) =5 | successeur de cette somme est la somme de x et du
s R B successeur de ).

On démontre alors pas a pas, ou plutéti/;Jctits pas a petits pas toutes les propriétés de
I’addition des naturels. De méme pour les autres opérations ét finalement pour toute
I’arithmétique des naturels. Construction méticuleuse et tres lente mais rigoureuse a
partir des axiomes clairement formulés.

Dans le méme esprit, David Hilbert publia en 1899 a Goettingen, son livre
«Grundlagen der deometrie» (Les fondements de la géométrie) oll, reprenant les
livres d’Euclide, il en critiquait la formulation et I’agencement pour en donner un
exposé plus rigoureux aprés formulation explicite d’un systeme d’axiomes.

Le recours a4 la méthode axiomatique est un des caractéres du style moderne des
mathématiques : il consiste a s’efforcer dans un cadre bien précisé, de construire une
théorie de maniére rigoureuse, sans faute logique.

Impossible, en classe terminale, d’avoir ’'ambition de construire (ou de reconstruire)
toutes les mathématiques.

Par morceaux, on peut s’approcher de cet idéal.

Exemple : A partir de 'axiomatique de Peano, retrouver les propriétés de ’addition,
de la multiplication, de I’exponentiation des naturels.

Autre exemple : connaissant les systémes d’axiomes des structures algéb_riques de
groupe, d’anneau et de corps, comprendre les raisons qui nous font distinguer les
divers ensembles de nombres, N, Z, Q, R, C.

Autrement dit :

@ Dans I’étude du cours c’est-a-dire des grands sujets de nos programmes respectifs
(C, D ou E), sachons reconnaitre les axiomes posés; les théories prendront ainsi leur
cohérence et il sera plus facile d’en mémoriser les principaux résultats.

Dans la recherche des exercices ou des problémes, inquiétons-nous d’abord dans le
Cadre de quelle théorie ils s’inscrivent; cela ne suffit pas a trouver toutes les réponses
mais ignorer ces {héories interdirait de trouver le moindre résultat.

/ e S



Documents

1. Sur le mot «démontrer». Lorsque Cézanpe disait L o .
« Celui qui me démontrera que la Joconde est un chef-d’ceuvre, je lui paie u litre! »
n’exprimait-il pas, sous une forme humoristique, ce qui était affirme plus haut : iln'y

a qu'en mathématique qu'on démontre?

2. Clairaut dans ses Elémens de géométrie publiés en 1741, écrivait :

«Quoique la géométrie soit par elle-méme abstmitg, il faut avouer g‘ependant que
les difficultés qu’éprouvent ceux qui commencent a S’y appliquer, viennent le plus
souvent de la maniére dont elle est enseignée dans les Elémens ordinaires. On y débute
toujours par un grand nombre de définitions, de demandes, d’axiomes et de principes
préliminaires, qui semblent ne promettre rien que de sec au lecteur. Les propositions
qui viennent ensuite ne fixant pas lesprit sur des objets plus intéressants, étant
d’ailleurs difficiles a concevoir, il arrive communément que les Commengans se
fatiguent et se rebutent, avant que d’avoir aucune idée distincte de ce qu’on voulait
leur enseigner.

... Quelques réflexions que j’ai faites sur l’origine de la géométrie, m’ont fait espérer
d’éviter ces inconvéniens, en réunissant les deux avantages d’intéresser et d’éclairer
les Commengans. J'ai pensé que cette Science, comme toutes les autres, devait s’étre
formée par degrés, que c’était vraisemblablement quelque besoin qui avait fait faire
les premiers pas, et que ces premiers pas ne pouvaient pas étre hors de la portée des
Commencgans, puisque c’étaient des Commencans qui les avaient faits. »

3. Albgn Einstein, dans un célebre discours prononcé le 27 janvier 1921 devant
I’Académie des Sciences de Berlin, énonga cette proposition :

«Pour autant que les propositions de la mathématique se rapportent a la réalité, elles
ne sont pas certaines, et pour autant qu’elles sont certaines, elles ne se rapportent pas
a la réalité. »

Puis dans le méme discours (reproduit dans son livre « La gdométrie et I’expérience »)

il donna cette interprétation moderne de la géométrie et plus généralement de la
méthode axiomatique :

«La géométrie traite d’objets qui sont désignés par les termes de droite, point, etc.
Aucune connaissance quelconque ou intuition de ces objets n’est supposée; la seule
chose qu’on suppose est la validité des axiomes... qui doivent étre congus comme
purement formels, c’est-a-dire dépourvus de tout contenu intuitif ou accessible a
Pexpérience. Ces axiomes sont des créations libres de | "esprit humain. Toutes les
autres_propositions géométriques sont des déductions logiques des axiomes... Ce sont
les axiomes qui définissent en premier lieu des objets dont fraite la géométrie...

;j"bce”e conception‘ des' axiomes, qui est représentée par I’axiomatique moderne,
¢barrasse la mathématique de tous les éléments qui ne lui appartiennent pas, et

dissipe ainsi [’gbscurité mysti ; i
g ystiqgue qui enveloppait jadis les fondements de la
mathématique. 2g4e g ppait jadis les fona
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Une telle exposition épurée rend de méme évident que la mathématique comme telle est
incapable denoncer quoi qiee ce soit, ni surles objets de la représentation infuifive, ni
sur la_réalité, »

Quand le lecteur méditera sur le texte d’Alexis Clairaut et sur le texte d’Albert
Einstein, il n’oubliera pas que Clairaut veut enseigner la géométrie 4 des débutants
alors que Einstein s’adresse & des savants. D’autre part, en 1921, on n’avait plus de la
science en général et de la mathématique en particulier les mémes conceptions qu’au
xvir siecle. Il 'y a pourtant dans ces deux textes des éléments d’illustration du
schéma introduit plus haut.

4. Une conjecture célebre. Pierre Fermat (1601-1665) a énoncé I'assertion suivante :
pour n entier supérieur a 2, I’équation x"+ y" = z" est impossible dans I’ensemble des
entiers et, puisqu’elle est homogéne, dans I’ensemble des rationnels. Jusqu’a
présent, personne n’a pu démontrer que cette assertion est vraie ou qu’elle est
fausse. C’est la conjecture de Fermat. - - - .- ,

&3
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[.es connaissances
indispensables

«Je respecte trop la petite part du

savoir que je posséde, qui m’a coiité

tant de peine a acquérir, pour y
introduire des éléments douteux. »
douiey

Georges Bernanos

/Dans ce chapitre, aprés un temps de réflexion et avant un travail important, nous

. . .z . Ne—
examinerons des questions d’équipement. Essayons, ensemble, de dresser le tableau
des connalssances mathématiques acquises avant la Terminale. C’est le bagage
erminale.

\ ‘Dd.ls,p‘enﬂt_ﬂ/e* de I'apprenti-mathématicien que vous étes, éléve-de—
L

7| de cette classe quels sont les poi

Nous dégagerons ensuite, dans les programmes des diverses sections « scientifiques »
orts; ce qui vous aidera a fixer quels seront vos

objectifs dans I’étude détaillée que vous devrez poursuivre.

" Par quelles voies d*acces? S’informer (les cours, ]es livres) et réfléchir (comprendre,

l]

’ apprendrgpour avoir, chercher).

Le fichier personnel le

est un outil recommandé pour qui s’engage dans une
étude mathématique.

Co A (A (Y;}
T WO LPEN SR RLES
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i Le bagage

Nous dressons ici un tableau résumé des connaissances acquises avant la Terminale.
Je ne peux étre dans la téte de chaque lecteur; chacun aura donc la charge de
compléter ce que, selon lui, j’omets. C’est dire que je n’écris qu’un minimum, celui
que j'estime commun 2 tous.

Une notation importante : j'utilise le sigrie —— pour lier
deux propositions synonymes, que !'une soit exprimée en
frangais et I'autre en langage formalisé, ou foutes deux en
langage formalisé;—— signifie donc ici aussi bien : «

; estiraduit ... » que : «... estlogiquement equivalenta ... ».
| xemples : i

X est I'ensemble vide —— X=O
THpag) —  T1p)v(

1q).

&~

ENSEMBLES
| Un ensemble fini : <
| X={a,b,c,d};a€X;fEX;{a, b}CX.
! Un ensemble infini N={0,1,2,3,...,n,n+1,...}; vous notez les \j;e;h_\_usages des
points de suspension; ce sont les dermers qui expriment qu’il existe une infinité de

naturels. //j}v )

" XCE — X€EJ(E)

on écrit aussi & (E)=2F, deux notations de I'’ensemble des partiés de E.

XCE; X°={xEE | x&X}; XﬂX‘=®; XUuXx =
=E N\ X

XCE, YCE XnY= {xEE | xeX @) xEY}
XUuY={x€E|xeX ou XEY}
X\ Y={x€E | xe€X & x¢Y}=XNY" -

s Formules de De Morgan (XNY)=XUY‘ XUY)=X"NY"-

, Produit cartésien de deux ensembles, ensemble de couples :
ExF={(x,y)@.\:€E et y€EFL |
N O

- 7

(e

|
-~

/ ! B Mo A

Fws J [V 4k VWA
X={x€E | p} —

‘»" X est la partle pour les éléments de laquelle la proposmon P est vraie.

| ,r.’”//). X'={x€E |1 p} , Y=(x€E | g}
{J:) 3 XNY= {XEEIIIA(]} ﬂXUY {x€E | pvql.
!

I B 6

Ensembles et loglgue

u\—,
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Formules de De Morgan (négation d’une conjonction, négation d’une disjonction) :
Apag) — Clp)v(lg: Teve) +—— C1p)aClg).

Quantificateur universel : X=E +—— |x E_)»S‘T:Fqui se lit :

«pour tout élément de X p est vraie ». '
Quantificateur existentiel : X#&J +—— _]Té )f:[i Iqui se lit :

«il existesgzsains un élément de X pour lequel p est vraie ».
Négation d’une proposition quantifiée :

A(x.p) — Ix, Tp:;13x,p) +— Yx, 1p.

Implication : p —> ¢q +—— (Tlp)vq qui se lit :

«p implique q » ou «si p, alors g ».

Implications conjuguées : (p —> ¢q) —— (g =" _]p)\\‘ ©C

J i directe +—— i contraposée R
(@=>p) — Clp=>"1q))
g i réciproque ou converse 1 i inverse /

I Double implication: (p =— g)r(g = p) — p & él——l p ssi q\,\/

7

ssi se lit «si et seulement si» et s’écrit en anglais iff qui se lit «if and only if».

Pratiquement : (ssi J— ssi. —— cesf\ticis)signes ont donc la méme
signification; selon Ies—circo nces, T'un est plus commode que I’autre.

IDéductioE tpAp = q) —— (p —q)

LES BASES DES MATHS e

RELATIONS

Relation # = (E, F, G), E = ensemble de départ, F=ensemble d’arrivée,
GCEX/E=gr££‘l!§ de & :

(x,y)EG

On peut considérer une relation & comme une certaine application de ExF dans f
I'ensemble des valeurs de vérité {vrai, faux

ExF — {vrdi, fayx}= }
x,y) —> 1 —— xRy
(x,y) —> 0 —— 71 (xRy).

Relation dans. E ssi E=F.
Seme—

— xRy.

RS Sey |

f . ; A

| T'.R est un préordre dans E ssi & est réflexive (1) et transitive (2) : ‘;g‘
| : i

| 10 o & Yx€E xAx {i‘
[ (2) \& i\ Ux,Yy.Yz) xRy et yRz — xZR:. v

‘ r.ﬂ définit un ordre dans E ssi R est un préordre antisymétrique (3) :

L3 xRy et yRx —> x=y

R définit une relation d’équivalence dans E ssi & est un préordre symétrique (4) :
@) Ry = yRx

. R relation d’équivalence dans E +—— R définit une partition de E notée
(X1, X2...), les parties ou classes X; de la partition vérifiant :

XIUXZU..-UXn=E, X.-ﬂX,~=® ssi l#]

X 3 et pour tout i X N X: #J
| p vraie et p implique q signifie «de p je déduis q». /" T nole xRy ssi IXi telle que x EX; et yEXi. =
Fonctions S —

¥ L e ¥ n4uo STRUCTURES ALGEBRIQUES
f, fonction définie dans un ensemble'E et 2 valeurs dans yﬁgge\mb_l@notée :

f:E — F
X > f(x).

P9u_r !’_argument;@il existe une valeurjj: f(x) auplus. 9, = domaine ou ensemble de
définition de f, sous-ensemble des éléments de pour lesquels il existe une valeur de

—

-¥On dit alors : f est une ‘applicatio de@ians F (ou vers F).
Image de f=Im ={yEF’§xEE = ;i
Im = , ¥Y=f(x)}; 'image d t 1 -
€léments de ¥-qui ont des antécédents par}f. R Sm.js DR
f est injective ssi fF)=f(x) = x =x'). NG)
N

f est surjective ssi Yy EF, ]xE.‘DJ.y =f(x) — Iinf=F.

. [ est bijective ssi f est injective et )surjective.

I

114

(E, *) est un groupe —i les axiomes I 2 V suivants sont vérifiés :

D E+2.

I@ * est le symbole d’une loi de composition interne dans E, c’est-d-dire une
application, de EXE dans E qui s’écrit :

*: EXE — E A
(X,y) > Xxx*xy. ,(,‘
A (Iil) La loi * est associative : W, &
foyz  (xy)xz=xx(y*x2) -
donc on peut tolérer I'écriture xxyxz. ~J v
' N (L\[' Il existe un élément neutre e pour la loi * : .
| Yx X*ke=e€xX =X.
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V. Tout élément du groupe a un inverse :
Yr 3’ xxx'=x"xx=e.
Au lieu de noter I'inverse x', on éerit aussi x . ’
Lorsque la loi est notce +. au lieu de inverse, on dit symétrique Olf oppos?..
Remarque : lorsque laloi  est commutative, le groupe est dit commutatif ou abélien.
Jx,y  X*YSYRX 2 B R -

On dit que le groupe est fini et d’ordre n_si E compte n éléments distincts.

Exemples de groupes : (Z, +), (IR*, X); il existe deux groupes d’ordre 4, le groupe

des rotations du carré et le groupe de Klein dont voici les tables :

a b C d a b c d

a a b c d a a b c d

b b G d a b b a d c

C e d a b C c d a b

d d a b c d d c b a
Groupe des rotations Groupe de Klein

du carré ou groupe
cyclique d’ordre 4

Anneau (E,x, 1) E est muni d’une structure d’anneau par les deux lois de
composition interne notées * et L ssi les axiomes suivants sont vérifiés :
“#T) (E, ») est un groupe commutatif. &
r‘j II. La loi notée L est associative.

"

I11. La loi notée L est distributive par rapports a la loi notée , c’est-a-dire :
( Ux Y. ¥z xLl(yxz)=(xLy)x(xLz).
J L’anneau est dit unitaire ssi il existe un élément neutre f pour la loi notée L.
L’anneau est dit commutatif ssi la loi 1 est commutative.

- iz ’
Exemples d’anneaux : (Z, +, X) est un anneau commutatif et unitaire; I’ensemble

des]go%%omes A coefficients réels est un anneau pour les lois de I'addition et de la
multipli .

Corps (E, %, 1), anneau

( T unitaire dont tout élément, sauf le neutre e pour laloi »,a un
inverse (pour la loi L). T =

16
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Exemples de corps : le corps des rationnels (@, +, X); le corps des réels (IR, +, X).

Les deux corps précédents construits sur des anneaux commutatifs sont des corps
commutatifs. Il existe des corps non commutatifs, ceux dont la deuxieme loi n’est
i pas commutative (exemple, le corps des quaternions, si vous le connaissez).

r_Vccloricls QU =(E,IR) : E est un ensemble dont les éléments sont ici appelés des

vecteurs; [R est le corps des scalaires. (On peut définir des vectoriels sur d autres
corps commutatifs.)

QU est un vectoriel sur IR ssi les axiomes suivants sont vérifiés -
@E est muni d’une loi additive qui en fait un groupe commutatif. -+
@ 1l existe une loi de composition externe a opérateurs réels telle que :
= & :
—~< ER) — E
(v,a) —> w=av ® @)'l'/)(

et la loi externe est telle que : K

!

lo=v

Y(a,)ERXR, Y0 EE, a(B)=(aB)f _
VYa€R Y(v,v)EEXE a(v+0)=av+av’
V(@ B)ERXR, YvEE (a+B)v=av+pr.

Exemples de vectoriels : IR* ensemble des couples de réels, IR’ ensemble des triplets
de réels. 0

NOMBRES

N={0,1,2,3,...,n,n+1,...}, 'ensemble des naturels; I’addition et la multiplication
sont deux lois de composition interne associatives et commutatives; la multiplication

est distributive par rapport 4 I’addition; la relation «inférieur ou égal a», notée <,
munit N d’un ordre total.

(Z, +,-), 'anneau des entiers (commutatif et unitaire); également ordonné totale-
ment par la relation <.

(Q, +,) le corps des rationnels; il est partout dense pour I’ordre (si a et b sont deux
rationnels distincts et a<b, il existe au_meins un rationnel x tel que asx<»b).

“ D, I'anneau des décimaux, inclus dans le corps des rationnels mais différent de lui
(il existe des rationnels non décimaux comme 1/3). ‘

IR, le corps des réels est totalement ordonné et archimédien (quel que soit le réel a,
quel que soit le réel b supérieur & zéro, il existe un naturel r tels que a<nb).

FONCTIONS NUMERIQUES

£ ( 18
Les fonctions du premier degré :) b] ZC D C ? -
fa.b R — }R ) "
- : X b wb(X)=ax +b.
%& (
e
ANIC @‘/V//l

N+ Dx
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Si b =0. la fonction est dite Jinéaire de coefficient a. ‘ Formes bilinéaires dans le vectoriel [R? f

Si b #0. la fonction est dite affine. Le graphique d’une fonction affine est une droite.
Toute fonction affine non constante est une bijection de R sur [R.

!

e . 5 - - X
Forme bilinéaire alternée : ¢ (v,0')=

{ v et v’ sont linéairement indépendants ssi ¢ (2,0")#0. ‘5AVL‘
)

i degré : e s s - : .
Les fonctions du second degré Forme bilinéaire symétrique ou produit scalaire : ¢o
gor.:R — R R 00" = (o(F T =

(a#0) x — gx)=ax’+bx+c.

Norme euclidienne de 7 =[|7]|= V(2 | 9)= VX +y*
. I2]=0 ssi o=0; [Ao]=|A|x]].
Formule de Schwarz : |(v | ") | iﬂﬂ”ﬁ'”‘—tl

Le graphique d’une fonction du second degré est une parabole. g est une fonction &
minimum ssi @ > 0, & maximum ssi a < 0.

Les fonctions homographiques :

J Formule de Minkowski : |0+ o' <[] +|2'|
hiR N\ {—-} — R i

c 1
] _ax+b |
e = h=rd | Endomorphisme de R*
h est une fonction non définie pour x = _‘Ei. I hoest une@églication linéairg ou un endomorphisme de R* ssi
o . ) 0,Yo' h(+0)=h(@)+h(@); YAER hA0)=rh (D)
Le graphique d’une fonction homographique non constante est une hyperbole dont j ' V 5 S g
les asymptotes sont les droites d’équations : ‘ (i,) base canonique de IR* :
cx+d=0 et cy—a=0. | ¥o,1!( NER® d=xi+y]
g i h est complétement déterminée par h (/)=ai +b] et h(j)=ci+d].
perations sur les fonctions : soient f et g deux fonctions définies respectivement sur Al 27 o .
P , :: ors on peut écrire matriciellement :
E’e! F_'sous-ensembles df reels. f+g, f-g et af (avec a réel donné) sont des fonctions . “ep n'r " . )
définies les deux premiéres sur ENF, la troisieme sur E par : : (x )= (Z ;)X (;) ce qui signifie {x =gx:;y
y' A y’: X 'y

Vx€ENF (F+g)(x)=fx)+g(x); (fg)(x)=f(x)Xg (x)
YxCE (af)(x)=axf(x).

La premiére et la troisieme loi munissent I’ensemble des fonctions numériques d’une
structure de vectoriel sur les réels. )
n; & &

—_~
W T —sh () (. y) (a c)_ aa+yb ac+yd)
Homomorphismes * W koh (/3 8)\b da)=\ga+sp Be+dd)

h est un au}tomorrphisvme ssi \g 2' #0.

Composition des endomorphismes h et k de matrices m et u : matrice de

h est un homomorphisme du groupe (E i
application de E dans F telle%’e‘? . ’.*) dans le groupe (F, L) ssi h est une Automorphismes orthogonaux  ssi Z ; =g ou e&€{+1,-1}
h(xxy)=h(x)Lh(y). . £=+1 rotation vectorielle de matrice
Image de h=Imh={tEF|JxEE r=h(x)}. Q; | (coso —sine) (w ““}
i de h=Ker h={x€E | h(x)=f} o f est le neutre du groupe (F, L). n' J siné cosg/ | >«
|Isomorphisme = homomorphisme bijectif. e =—1 symétrie vectorielle de matrice
‘ P ) i ¥
\Endomorphisme = homomorphisme dans lequel E=F., e (COSB sin())
sinf —cosé@)’

*> Automorphisme = endomorphisme bijectif.

18
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Remarque trés impoitante :
Voir dans la nemenclature précédente seulement un aide-mémoire pour éleve de
Terminale serait une grave erreur; seul le fichier persgqnel dont la cqn‘s‘litution est
expliguée plus loin pent jouer ce réle. On s’est contente de rappeler ici ce qui doit
étre connu du lecteur, & charge pour lui, s'il a des doutes, de se reporter a son cours
de Seconde ou de Pren

ulncidexﬁrﬁcnt. cela nous a aussi permis de préciser des notations qui seront

LES DASES DES MATHS

employées dans la suite.

Le programme

Bien siir, aucune partie du programme d’une section n’est a négliger : c’est le propre
d’un programme (tout au moins dans la conception actuelle des programmes de
mathématiques) d’énoncer ce qui doit étre étudié. Surtout dans une classe d’examen.
Aussi parce que la bonne connaissance du programme au niveau # facilite en principe
et souvent en pratique I’étude au niveau atl

Cependant, il y a dans tout programme un squelette ou si vous préférez un noyau
autour duquel I’ensemble s’organise. Dégager des programmes de chaque section C,
D ou E, ce noyau ou si vous préférez encore les lignes de force, tel est le but de ce
paragraphe. '

En Terminale C
Neuf chapitres importants.

1. Arithmétiqug : a partir de la division euclidienne de a par b (a=bg+r et
r< b —1), on définit les congruences d’entiers (vive I'arithmétique dans Z!); d’ou la
théorie de la divisibilité et des éléments de la «théorie des nombres».

Rangeons aussi dans ce chapitre quelques éléments de combinatoire c’est-a-dire des
dénombrements.

2. C_alcpl des approximations : on doit trés bien savoir calculer avec des réels et, en
particulier leurs approximations décimales.

> 3. Les (I:Jomplexes : leur définition  partir des matrices a coefficients réels de la forme
a = N s . ’, . ’ , " N z ol e
( b a); ce qui conduit a leur interprétation géométrique (grice a la géométrie des

a’ng}e:s et a celle des similitudes planes); les angles, vive la trigonométrie. Remarque :
I'utilisation géométrique des complexes est la source de trés nombreux exercices.

—+ 4. Fonctions d’une variable réelle : limites, différentielles et dérivées; étude de
nombreuses fonctions algébriques; extension 2 des fonctions vectorielles (dérivée
vectorielle). Donc application a la cinématique.

5. Calcul intégral et application a des calculs d’aires et de volumes; de moments
d’inertie aussi, pourquoi pas?

20

.chapitre d’algébre, beaucoup d’exercices s’y rapportant auront e
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-~6. Fonctions logarithmiques et exponentielles qui conduisent & de nombreux exercices

sur des limites, des dérivations et des intégrations.
7. Le calcul barycentrique et ses nombreuses applications.

8. Eléments de géométrie analytique plane : les droites, les transformations
(isométries et similitudes), quelques notions sur les coniques.
9. Espaces probabilisés finis : variables aléatoires; épreuves repétées

Insistons sur les chapitres 1, 3, 4 et 6. Pour remarquer aussi que 5i 5 [ariii 2iie in
1 20meé-

trique : un des avantages de ce programme est d’apprendre & se i
classifications trop strictes, D’autre part, dans le «noyau» ainsi résume, l'expres-
sion «espace vectoriel » ne figure pas; elle est pourtant présente dans presque tous
les chapitres et en particulier 4, 7 et 8.

En Terminale D ou E

Dans les sections D ou E, le « squelette » précédent est a peu de choses pres le méme,
a quelques vertébres prés. Je dis bien, le « squelette », non la « musculature » qui ne
se développe pas de la méme fagon dans les trois sections : I'hygiéne des exercices et
les horaires varient.

En section D, on a le droit d’étre moins exigeant sur la rigueur des constructions alors
qu’on I’est tout autant sur la précision des applications. Supprimer du «squelette »
les chapitres 1 et 8 au bénéfice d’une étude plus lente et plus complete des
chapitres 3, 4, 5 et 6.

En section E, remplacer le chapitre 1 par un assez gros appendice au § : des éléments
de géométrie descriptive.

Les voies d’accés et le fichier personnel

Chargé de votre bagage de connaissances (MﬁcgﬂuiLallé ¢ dans votre
démarche), ayant une idée au moins approximative de vos objectifs, votre étude

mathématique s’engage. Etudier au niveau qui est le vdtre c’est d’abord s’informer
(‘fﬂ"ﬁ disent «apprendre ») et reflechir pour, Tinalement, augmenter volire savoir. A
S’informer. D’abord en suivant des cours; vous y prenez des notes qui §ont—d_es
repéres pour les idées enrichissantes que vous retenez du cours ou des exercices faits
en classe. (Voir page 74, quelques conseils sur la «prise de notes ».) Vous vous
informez aussi en lisant des livres; des manuels qui vous sont spécialement destinés
et alors vous devriez pouvoir assimiler facilement leur contenu; d’autres livres écrits

pour un public plus large ou plus savant que celui des €leves de Terminale et la
lecture est alors plus difficile (voir page 75, quelques conseils sur la lecture).

Réfléchir. Vous ne pouvez vous contenter d’une compréhension superficielle.
Savoir, en mathématique, c’est d’abord comprendre et par conséquent €tre capable
d’utiliser & bon escient les notions qu'on a comprises. Toute réflexion sur telle ou
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telle partie du cours conduit donc a se poser des questions, a chercher des exercices, {

peut ¢tre méme des problemes complexes. De facon paradoxale (en apparence), | I ‘ ‘ ;

savoir en mathématique est attesté par une certmﬁne apmudle ou un certain ' ! 070 ‘ - f . i ;
entrainer 4 chercher : voir notre chapitre page 25, ¢ icl, . | o mt] , 1 SASS A1 S8 IESISANAL SRS SRS
entrainement 4 cherches CRAPITE PREE O, Spau s (g 14.10.76 it ' DIVISIBILITE dans Z
Notes de cours et notes de Jectures, il y aurait intérét a ne pas les éparpiller. Jointes & ; T | ' DIVIS _ ‘"f

des exercices d'entrainement.€lles forment la trame d’un cahier-journal (C.J.) dans i ‘ i fiie 11
lequel se suivent tous vos travaux. L ordre est chronologique et rappelé par les dates
écrites en marge. Le C.J. est donc le reflet de votre !a% k’llé mathématique, C'est

» A 0Oalb-—~b=0 a | (b congru azéro modulo a)
aussi a partir de son contenu que vous €laborerez votre fichier personnel, (le F.P.). ‘/i 308 toeSSad B B Rass [a] ,, sl saichalls !
e '* — _—

== a l | bbrl bZ CaZ (aZ= amemb(edﬂentienmultipiesdeal

Le fichier personnel est un bon moyen. a la fois par sa fabrication que par son I

utilisation de savoir avec certitude sans avoir appris par cceur a la maniére perroquet. TR O
Cela tient au caractere fantasque de cette qualité intellectuelle qu'est la mémoirejet) |
aussi a la nature logique des mathématiques. i 2
On a beau se dire : «Inutile de retenir par cceur cette rengaine », on la garde en : [RES3 54 od hesasnsl{ FRios )0‘/ £
mémoire; «il faut que je retienne cet important théoréme » et on I’oublie. C’est un it e IR R Dl R

peu comme si la mémoire aimait désobéir a celui qui se croit son maitre, En réalité, | -
elle ne veut pas é€tre contrainte, c’est elle qui est « maitresse a bord ». i £

i

On s’approche d’elle par des détours et la constitution d’un F.P. en est un que je | ; b=l
recommande : il est particulicrement adapté aux mathématiques (méme s’il est B e ‘ I e g l
valable pour d’autres connaissances). (Euvre essentiellement personnelle : vous EEIE:! | o e, e e o o et ST,
choisissez ce qui est digne d'y figurer et en rédigeant une fiche a votre facon vous = | ; ' ! ,

commencez a la mémoriser; en la consultant, en I'enrichissant, en la corrigeant vous

continuez a apprendre en ngg_x]l_d&Vous n’avez plus a vous dire : «il faut que je
retienne » puisque la fiche est [a qui contient les résultats a retenir. A force de - - [ e A i o e
consulter cette fiche, vous en retenez le contenu (sa forme venant en renfort de votre ‘ s ik -f i : ] o

mémoire visuelle). I ==

I

A condition, bien siir, que le F.P. devienne votre outil familier, votre compagnon de

tous les jours. ; Voici enfin quelques remarques supplémentaires qui vous permettront de constitiler
—

avec utilité et précision votre fichier personnel.

Quelques notes surla fabrication pratique du F.P. C’est une ceuvre de longue haleine : [ '@ Un exemple de ce qui peut constituer Penrichissement d’une fiche. Vous ave
au fur et a mesure de vos études, de vos r eCh?fChCS- vous fabriquez une nouvelle appris ce qu’est la réciproque d’und bijectiongonnée. Voici I'extension de la notion
fiche, ge qui justifie le choix du support : des fiches de bristol de 15 sur 10 cm, peu - une fonction quelconque.
encombrantes et qui peuvent étre rangées A y ‘#& T s s 5

i p rangees dans tel ordre que vous voudrez \7 4 Si f est une fonction non injective définie sur un ensemble E et & valeurs dans

I’ensemble F, désignons par Im f le sous-ensemble de F constitué par les éléments de

Voici, par exemple, une fiche sur la divisibilité dans I’anneau des entiers. i Tm
F qui ont au moins un antécédent par f dans E.

Vous y remarquerez : un titre lisible (sur un su jet réduit), la date ol elle a été écrite, ‘ s ) . de E. celui
un contenu lisible usant de symboles dont vous comprenez le sens. Enfin, il y a de la A chaque élément de Imf correspond un sous-ensemble de E._celui de ses
place pour toute addition ultérieure qui vous paraitra utile. antécédents; I’ensemble de ces sous-ens;mb}es constitue unejp ‘de E. Qn
] / appelle fonction réciproque de f, cette application de Im f dans I’'énsemble des parties
T yrtilicnes . | S Y
| /Llutilisation fréquente du F.P. vous fera comprendre que certaines fiches font [ | de E. ‘
A double emploi, que d’autres finissent par ne plus rien vous apprendre puisque vous ' On peut dire que fréalise une sélection dans F et, par voie de réciprocité, définit une
* | en savez tout le contenu. Le F.P. aura tendance, aprés avoir beaucoup grossi, i partition de E donc réalise un classement dans E. L'analyse de cette situation du
diminuer de volume. Le temps viendra oll vous n’en aurez plus besoin... .| point de vue des dénombrements est une des clés de la_ combinatoire.
Ll R Al L TR R — N ——
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B il /\
@ Ne pas se contenter de ces fiches formulaires. Il est intéressant de réunir sur une
meme fiche des formes différentes de la définition d’une méme notion. Par exemple,
en consultant divers manuels ou dictionnaires, vous reproduisez leurs facons de
définir I'antisymétrie d’une relation. Ce faisant, vous appremez ce qu’est cette
antisymétrie (si vous ne le saviez pas déja) et en méme temps vous apprenez A lire
d’un @il critique.
——

- ’f/_\.
® Quand vous aurez réuni dans le F.P. un certain nombre de fiches comparez-le avec
un aide-mémoire imprimé. Eventuellement, vous corrigerez ainsi des fautes dans
votre F.P. et puis. vous apprécierez le fruit de votre effort personnel:

® Personne ne pensera qu’il est utile d’apprendre par cceur les tables d’addition et
de multiplication des naturels écrits dans un systéme de numération de base sept. A
titre d’exercice, complétez donc les deux tables esquissés ci-dessous :

+10 1 2 3 4 5 6
oo 1 2 3 4 5 6
1|1 2 3 4 5 10
212 3, 4.5 6|10{11
3 3 y 5 6 | A0 | a4
4|4 5 L |20

5|5 w0 A4

6 6 10 -

x| 0 1 2 3 4 5 6
0/0 0 0 0 0 o0 0
1o 1 2 3 5 6
210 2 4 6 13 15
310 3 6 12 15 21 24
4

5

610 6 15 24 33 42 5

® Vous avez fait une fiche sur les diverses opérations, sur les parties d’un ensemble,

//puis) vous avez fait une autre fiche sur I'algébre des événements préparatoire i

I'axi s-probabilités. Vous comparez ces deux fiches. Ont-elles toutes les

deux leurs raisons d’étre? Ou bien une seule fiche suffirait-elle?
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Quelques lprincipes‘ pour la
recherche ﬁ

pas nous décoirager dans la

recherche. »

& S Stg\/ ﬂz’z"« a condition d’étre vailiints et de ne

Platon

Pour les Stoiciens, c’est devant I'obstacle que I"'homme révéle sa valeur. C'est
devant le probléme, c’est dans la recherche que le mathématicicn, expert ou
apprenti, forge la sienne.

Mais il y a problémes et problémes; ce qui est probleme pour un éleve de Terminale ne
I’était pas pour Hilbert; pour vous qui étudiez, tel exercice d’entrainement ne doit
pas étre confondu avec un probléme d’examen. Il y a donc intérét a classer les divers
genres de problemes.

Dans tous les cas, il faut d’abord lire attentivement I’énoncé; le lire, le relire, le
Eomprendre, condition indispensable si I’on veut traiter le sujet...

-

Dans quelles conditions matérielles organiser la recherche? I'entourage, le bruit,
I’éclairage ne sont pas indifférents; I’outillage non plus : quel papier, quelle encre; et
puis, cherche-t-on en solitaire ou en équipe?

"Quel est le climat de la recherche? Comment se préparer moralement et intellectuelle-
ment & chercher?

Les épisodes de la recherche : du déroulement normal, c’est-a-dire bousculé de
brusques avances, de stagnations et de reculs a la joie de Christophe (qui apergoit la

terre) en passant par D'exploitation des fautes et le désespoir d’un blocage

temporaire.__

Les rédactions ;-ce qu’apporte la premiére, provisoirement définitive; la véritable
mise au point.

L’épreuve de contréle ou d’examen, ses conditions particuliéres, ses exigences : le
temps limité, la recherche en solitaire, la rédaction.

Qu’est-ce qu’un probléme?

En 1900, David Hilbert, au cours d'une célébre conférence, énonga les vingt-trois
grands problémes que les mathématiciens du Xx° siecle devaient se poser; cela allait
depuis «établir la transcendance ou au moins I'irrationalité de certains nombres »
jusqu’a «axiomatiser les sciences physiques dans lesquelles les mathématiques
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jouent un role important ». 11 est évident que pour vous, ¢leve de Terminale, ce ne
sont pas ces problémes la qui se posent. Cependant, a un changement de niveau prés
quant aux connaissances et A I'expérience acquise, dans la mesure ou, éleve, vous
étes apprenti mathématicien, vous vous posez des questions; ne serait-ce qu’en
reprenant les questions qu’exercices et problémes vous proposent.

La grande différence entre les problémes de Hilbert et les votres, c’est qu'au
moment o il les formulait, le grand savant ne savait pas, pour la plupart, quelle en
serait la solution ni méme si la solution pouvait étre trouvée. Pour les exercices ou
problemes qui vous sont proposés, vous étes persuadés a priori qu’une solution
existe. Un peu comme le détective qui recherche I’assassin et qui est assuré par la
constatation du crime que I’assassin existe.

A cet égard, la position de I'apprenti-mathématicien n’est donc pas celle du
mathématicien-chercheur. Certains puristes voient méme un abus de langage dans
I’emploi du mot «probléme » pour les seulement «exercices» proposés aux éléves.
Cependant, dans la recherche des solutions de ces exercices, ce sont les mémes
méthodes, les mémes qualités de I’esprit qui sont mobilisées chez le chercheur
comme chez I'apprenti. Vous pouvez donc conserver sans inquiétude le mot
«probléeme » : tout exercice méritera d’autant mieux d’étre appelé probléme que dans
sa formulation ou dans la situation de recherche ot il vous met, il se rapproche plus
d’un vrai probleme de mathématiciens.

Car il y a, au niveau de la Terminale, maintes catégories d’exercices. On peut les
classer d’apres les objectifs qu’on choisit en vous les proposant (j’adopte ici la
classification proposée par I'IREM de Strasbourg dans son étude sur les problé mes).
En voici la liste avec les abréviations :

— (EE) Exercices d’exposition; ils ont pour but de vous faire acquérir des
connaissances, par exemple en complétant un cours oral ou un chapitre du manuel;

— (P) Problemes proprement dit; ils vous font beaucoup chercher, les solutions
qu’ils comportent ne font pas nécessairement intervenir les derniers chapitres
étudiés;

— (ED) Exercices didactiques; une fois acquise telle théorie, des exercices de ce

genre ont pour but de vous familiariser avec les notions nouvelles, de vous entrainer
a appliquer les résultats, les théorémes démontrés dans la théorie;

— (E_TT) Exécution de taches techniques; ici, la difficulté est de savoir organiser son
travail et d’avoir la persévérance de le mener 4 son terme;

’
— (A) Exercices d’application; comment transférer vos connaissances théoriques
dans un autre cadre, celui des sciences physiques ou celui des sciences de la nature
ou celui des sciences humaines;

— M) Exercices de manipulation, oli, dans une situation matérielle il faudra
observer, expérimenter, bricoler, ... Ce qui vous aménera peut-étre a enclancher un
cycle d’activité mathématisante tel que le chapitre précédent I'a décrit.. .
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— (T) Tests ou tous exercices de contrdle dont le but est évident : vérif’ier que vous
avez acquis des connaissances ainsi que la maniere de vous en servir.

Pour les exercices de la catégorie (A), nous y reviendrons plus loin (p. 67). Pour
tous les autres, avec des nuances, se posent toujours les mémes questions : comment
organiser la recherche, comment découvrir? Il n’y a pas de réponse miracle qui ferait
que tout exercice aurait automatiquement sa solution. Heureusement car si cela etait,
la recherche ne serait plus une aventure ni la découverte un plarir.

Encore une remarque, pour n'y plus revenir, sur les probleme des mathématiciens.
Ils cessent d’étre problémes dés qu’une réponse leur a été donnée: de méme, une
devinette n’en est plus une dés qu’on en connait la réponse. Ainsi, dans I"histoire des
mathématiques, les problémes insolubles furent-ils les plus instructifs, jusqu’au jour
ot leur insolubilité a été démontrée ce qui arréta évidemment toute recherche. Un
exemple en est donné par le probléme : «construire avec la régle et le compas les deux
demi-droites qui partagent un angle donné en trois angles égaux », probleme dit de la
trisection de I’angle. Posé par les Grecs plus de cing siecles avant notre ére, sa
recherche excita la curiosité de grandes mathématiciens tels que Pappus dans
I’ Antiquité, les Italiens Tartaglia et Cardano au XVI° siecle, Descartes et Roberval au
XVIE. Sans qu’on résolve jamais le probléme dans les conditions imposées par
I’énoncé, ces recherches furent 'occasion d’inventions de courbes nouvelles ou
d’études plus approfondies de courbes déja connues. Ceci jusqu’en 1837 ou le
mathématicien Wantzel démontra que la construction n’est pas possible avec la seule
utilisation de la régle et du compas (voir le détail de cette histoire dans Mathémati-
ques et Mathématiciens par Dedron et J. Itard, p. 393-402).

Revenons aux exercices ou problémes de Terminale.

L’énoncé

Dans le cas général, vous n’avez pas formulé vous-méme 1’énoncé, celui-ci vous est
donné. La régle du jeu consiste a le prendre tel qu'on vous le donne, méme si,
ultérieurement, vous trouvez de bonnes raisons d’en critiquer le fond ou la forme.

Vous n’en étes pas la. Il faut d’abord /e lire. Complétement, méme s’il comporte une
suite numérotée de questions. But de cette premiére lecture : avoir une vue globale,
panoramique de I’exercice a étudier. ‘

Il est rare que cette premiere lecture soit suffisante. Relire posément en soulignant
les passages jmpQrtants ou abscurs (¢e qui revient au méme : s’ils sont obscurs pour
vous, ils deviennent importants & vos yeux puisque votre travail est d’éclairer
complétement la situation qui vous est proposée par I’énoncé en clair-obscur).

Avant toute recherche, vous vous efforcez de comprendre les mots ou les phrases
qui vous ont parus compliqués. Vous pouvez alors analyser 1'énoncé, distinguer
comment ses diverses questions s’articulent entre elles. Essayons de faire cela
ensemble sur les cinq exemples suivants :
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Enencé 1. Sachant qu’un naturel non nul n a pour factorisation primaire n =p°q”r”,

on Jésigne par f Napplication de IN" dans I'’ensemble des parties de I'ensemble des
nombres primaires tels que:
n > FE={P%P.D PG @ B P

\

Etudier cette fonction f.

Enoncé 2.
1. Soit F la fonction numérique définie sur IR par :

F(.\-)=j ‘ Logt dt

(le symbole Log désigne le logarithme népérien.)

Calculer la dérivée F'(x) de F au point x, en considérant F comme la fonc-
tion composée de la fonction g:x +— 1+x* et de la fonction

X
h: X +— J-Logtdt(X>0).

X
2. Calculer, en intégrant par parties, I'intégrale J Logtdt (X > 0). Exprimer alors
1

F(x) sans utiliser le signe d’intégration et retrouver 1’expression de F'(x).
(Baccalauréat C, juin 1975, Paris.)

Enoncé@ On considere le nombre complexe :
1. . .
z=§[sm¢+1(l+cos¢)]
E)(;‘quo ]désigne un nombre réel variable, différent de =, appartenant 2 I’intervalle
2]

1. Calculer en fonction de ¢ le module et 'argument de chacun des nombres z et

. 1
z = e ——
Z

2. Qn_désigne par M et M’ les images respectives de z et 2’ construites dans le plan
euclidien rapporté au repere orthonormé (0, 7, J) : déterminer ’ensemble (T') des
points M et (I") I'’ensemble des points M’ lorsque ¢ varie.

d' (Baccalauréat, E. 1974, Rennes.)
Enond@@. » Dans le plan euclidien P rapporté au repére
orthonormé (A, B, C), on pose m=x}_\§+yA_(f= (x) On appelle distance eucli-
dienne de deux points M et M’ et on note d(M,M')y

d (M, M) = [MM| = VIMM' | MM %) = Vir—x¥ +(y -y

Véﬁfier que d est une application de PxP Qans IR* qui vérifie les trois axiomes
des distances :

1) dM,M)=0 ssi M=M' et d(M,M)>0 ssi M#M’
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(n d(M,M)=d(M',M)

(111) YyM, M M d(M,M")<d(M,M)+d (M. M").

2. Le disque de centre J € P et de rayon p EIR” est 'ensemble des points M de P tels
qued(J,M)=p. Equation du cercle qui est le bord de ce disque. La bande d’axe D et

de largeur 2 p est 'ensemble des points M de P tels que d (M, D)= p (D est une droite
donnée dans le plan P); équation du bord de cette bande.

3. Soit [EF] un segment de bord {E, F}€2". Etudier le bord de |'erombic des
M du plan situés a une distance de [EF]inférieure ou égale o p: trocer oo bord

points

4. On définit I'application ¢ de PP dans IR" par :
e(M,M)=sup(lx—x'|,iy—y.

Montrer que e vérifie les axiomes des distances. Se poser pour lu e-distance les

questions posées en 2 et 3 pour les d-distances.
5. On définit I'application f de Px P dans R’ par :
fIM,M)=|x—x|+|y—y]

Montrer que f vérifie les axiomes des distances. Se poser pour la f-distance les
questions posées en 2 et 3 pour les d-distances.

6. Etudier les ensembles des points M de P tels que, E et F étant deux points donnés
du plan :

) d(M,E)=d(M, F):
1)) e(M,.E)=¢(M, F):
() f(M,E)=f(M,F).

Comparer les trois ensembles ainsi obtenus. Peut-on tirer de cette comparaison une
conclusion sur les topologies du plan P définies A partir des distances d, e ou f ?
T

Enonc€ 5.)Dans le plan euclidien rapporté au repére orthonormé (A, B, C), M, M’ et
M étant trois points de ce plan, (x, y), (x",y") (x", y") leurs coordonnées on pose :
mOd M M= X E X -X
2|y-y y-y

m (M, M’, M") est appelée la «masse» du triangle MM’ M".

1. R, S, T étant trois points non alignés, r, s, t étant trois réels donnés supérieurs a
zéro, il existe un point M et un seul dans le plan tel que rMR+sMS+tMT=0.
Etudier la position de M par rapport au triangle RST. Comparer les masses des
triangles MST, MTR et MRS aux réels r, s, t.

2. Le plan affine étant muni de la norme euclidienne, étudier I'application g du plan
dans ’ensemble des réels telle que :

P —» g(P)=r|PR}+s|PS|*+¢|PT
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Vous relisez ces énoncés; pour chacun vous vous interrogez : est-ce que je comprends
bien ce qui est demandé? Et avant cela, est-ce que je comprends tous les mots utilisés?

Sur I’énoncé 1. Peut-étre 1'expression «factorisation primaire» ne vous est-elle pas
familiére, non plus que « nombre primaire ». Ne vous inquiétez pas : I'énoncé vous
en donne discrétement la signification; «factorisation primaire » pour « décomposi-
tion d'un naturel en produit de facteurs premiers», «nombre primaire» pour
«puissance a exposant entier positif d’un naturel premier ». Voild pour les mots. La
formulation du travail 4 effectuer manque de précision : «étudier la fonction f»;
¢’est donc i vous de vous poser des questions; par exemple : f est-elle injective? f
est-elle surjective? L'ensemble de départ, les naturels différents de zéro, étant
totalement ordonné par la relation «inférieur ou égal a», que dire de f(x) et f(x')
lorsque x <x'? L’ensemble des naturels non nuls étant aussi ordonné par la relation
de divisibilité (mais ici c’est un ordre partiel) on peut aussi se demander : si x divise
x', que dire de f (x) et f (x)? Cet énoncé parait a ranger dans la catégorie (EE).

Sur I’énoncé 2. Il s’agit d’une fonction définie par une intégration et du calcul de sa
dérivée par deux procédés distincts. Quelles sont les connaissances requises? La
dérivation d’une fonction composée puis la dérivation d’une fonction définie par une
intégration. Pour le 2° la formule de I'intégration par parties. Les deux parties de
I’exercice sont indépendantes I'une de I"autre; la seconde pourrait €tre traitée avant
la premiére sans le moindre inconvénient; la solution de I'une sert de vérification a la
solution de I'autre. En passant, vous notez que, dans cet exercice d’examen, on ne
vous laisse aucune initiative. Exercice a ranger dans la catégorie (T) d’aprés son
origine, dans la catégorie (ED) d’aprés sa forme.

Sur I’énoncé 3. Aucune difficulté ici dans la compréhension des mots. La premiére

ligne déclenche un réflexe, les formules de trigonométrie : 1+cos ¢ =2 cos’%qui fait

penser a sing =2 sin%cos —‘22 puis a la mise en facteur de cos %; puisque ¢ €[0,2 7], le
signe de cos% n’est pas invariable et il faut distinguer les deux cas. La deuxiéme
question de I’exercice est liée 2 la premiére. C’est encore un'exercice (T), une
épreuve d’examen d’ailleurs, mais qui pourrait aussi étre assimilée i un exercice

(ETT) en raison du soin exigé par la discussion dans la solution compléte du 1°,

Sur Pénoncé 4. Le texte est long, une relecture est indispensable, Vous vous
intéressez d’abord aux trois premicres questions. Les notations vous surprennent;
elles sont pourtant explicites : A est I'origine des axes de coordonnées, les vecteurs
AB et AC sont unitaires et orthogonaux. Puisque |[MM'|| désigne classiquement la
norme du vecteur MM’, (MM’ | MM") désigne le produit scalaire (c’est une notation
de Bousrbaki). La premiére question, une simple vérification, vous rappelle les trois
axiomes qui définissent le mot «distance »; la troisiéme, appelée « inégalité triangu-
laire» vous fait penser a la formule de Cauchy-Schwarz qui est vraie dans tout
vectoriel normé :

YM, M, M" [(MM’ | MM")| <|[MM/|x[MM"].
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Les questions 2 et 3 définissent des ensembles a partir d’inégalités. Si un ensemble
est défini par une relation <, le bord est défini par la relation =.

Pour comprendre la question 4, il faut connaitre la signification de la notation sup :
ici, e (M, M) est égale au plus grand des deux nombres |x —x'| et |y —y’|. Quelques
essais avec des points particuliers vous montrent que, si M est fixé, le calcul de
¢ (M, M’) dépend de la position de M’ dans I'un ou I'autre des quatre quadrants
découpés dans P par les droites de pente + | ou — 1 passant par M. De ce fait, pour
vérifier ’inégalité triangulaire, si on se donne M et M’ il y a neuf cas a considérer
pour M” (I'intersection des quatre quadrants relatifs a M avec les quatre quadrants
relatifs & M’ définissent neuf régions au plus).

Les remarques sur la question 4 sont valables a quelques modifications pres pour la
question 5.

Dans la question 6, on distingue la définition et la recherche des d-médiatrice,
e-médiatrice, f-médiatrice d’un segment donné. En modifiant la donnée du segment,
comment varient ces diverses médiatrices? Reste la question difficile sur la compa-
raison de trois topologies : il faut se rappeler qu’une topologie est définie par celle de
ses ouverts; or, pour définir une «boule ouverte », on utilise soit la distance notée d
soit celle qui est notée e soit celle qui est notée f; on peut se demander par exemple
«est-ce qu’un d-ouvert est aussi un ouvert pour e ? »

Enoncé de la catégorie (P); mais il se rapproche de (EE) a son début; en raison des
nombreux cas particuliers que nous serons amenés a examiner, ne serait-ce que pour
nous familiariser avec ces distances e et f peu usuelles, on pourrait dire aussi
exercice (M). Par son étendue, c’est bien un probléme. Et rien ne s’oppose a ce que,
au terme de la recherche sur les questions posées, vous ne vous en formuliez
d’autres...

Sur Pénoncé 5. L’expression «masse du triangle » ne peut vous inquiéter puisque
I’énoncé en donne une définition. Vous notez cependant qu’un déterminant est une
forme (un nombre réel) bilinéaire (linéaire par rapport aux deux vecteurs dont les
coordonnées forment la premiére et la seconde colonne du déterminant) alternée
(I’échange des colonnes change le signe).

Dans la suite de 'énoncé vous reconnaissez la définition du barycentre des points R,
S, T affectés des coefficients réels r, s, t. Il faudra commencer par calculer les
masses des trois triangles MST, MTR et MRS.

La seconde question fait inmanquablement penser au théoréme de Leibniz.
Exercice 5 a ranger dans la classe E.D.

Remarque. L'analyse de ces cinq énoncés vous conduit
déja a certaines conclusions pratiques. Des exercices
d'examen peuvent servir a I'entrainement. Des exercices
tels que 1, 4 et 5 auront plus de poids dans la formation
mathématique en profondeur. S'en tenir & des énoncés
d'examen, ne traiter que ce genre d'exercices serait donc

31



—

LES DASES DES MATHS

pernicieux, n'en traiter jamais serait imprudent. Pour éviter
au candidat un blocage qui lui ferait remettre copie
blanche, on a la bonté¢ de le guider; I'énoncé 2 est
vraiment tres directif; trop peut-étre : si on ne vous disait
pas d'intégrer par parties, n'y auriez-vous pas pensé?

Ces cinq exemples ne donnent pas des spécimens de tous les exercices possibles. A

propos d’autres énoncés, lecture et premiére analyse conduiraient sans doute i bien
d’autres observations.

Cadre et climat de la recherche

L’organisation du travail, on a fini par s’en rendre compte, a beaucoup d’influence
sur le rendement du travail. Puisque vous souhaitez, évidemment, une recherche
fructueuse, il faut vous placer dans des conditions propices.

Un premier choix dont vous n’étes peut-étre pas libre : chercherez-vous seul (c’est
bien sir le cas d’un test ou d"un examen) ou bien en équipe (c’est souvent le cas pour
des exercices cherchés en classe). Cependant, méme pour le travail en équipe, si
vous souhaitez vraiment contribuer 2 la recherche commune, cela vous ramene 3
savoir comment travailler seul; nous discuterons ensuite des corrections 3 apporter
au travail en solitaire pour en faire une bonne participation  un travail d’équipe.

Il'y ad’abord des conditions d’environnement favorable : un certain calme, le silence
autant qu’on puisse le réaliser dans des habitations collectives ou dans une salle de
classe (mais je ne parviens pas a croire qu'un fond sonore, bruit de la rue ou

chansons de la radio, ne finisse 2 la longue par fatiguer ou distraire), éclairage
suffisant sans exceés.

L’énoncé est devant vous, sur la table; vous pouvez le lire et le relire, voire y porter
quelque annotation. Les feuilles ou fiches pour la rédaction définitive sont
provisoirement en réserve. Pour la recherche elle-méme, ou bien c’est un exercice
d’entrainement, d’apprentissage et vous avez avantage 2 écrire sur votre cahier-
journal; ou bien c’est une épreuve de test ou d’examen, vous utilisez des feuilles de
format 21/29,5 cm quadrillées au demi centimétre et vous n’écrivez qu’au recto en
numérotant les feuillets; au recto seulement, il est ainsi plus facile de conserver sous
les yeux I’ensemble de vos essais (y compris les essais infructueux car s'ils 'ont été,
ils vous apportent, de ce fait, une certaine information, celle d’une voie 4 ne pas
suivre). Vous écrivez lisiblement; c’est comique de voir quelqu’un incapable de se
relire, mais c’est un comique peu favorable 4 la découverte. Si vous avez besoin de
dessiner des figures, que ce soit de préférence sur feuillet séparé et que les feutres de
couleur soient mis a contribution pour rendre les dessins tres explicites (du bon usage
de la couleur; ¢a s’apprend!). Au fur et 2 mesure de |'utilisation de feuillets séparés,
ceux-ci sont numérotés. Vous écrivez de fagon aérée pour que des corrections soient
faciles; ce qui s’avere étre faux, vous le barrez sans cacher ce qui est faux; le
principe étant de tout conserver, car tout, vrai ou faux, est une contribution directe
ou indirecte a la découverte finale. ~
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Tenez compte aussi du «climat», jlentends les conditions psychologiques dans

lesquelles vous vous trouvez avant de chercher et pendant la recherglge. Bien sir, le
succes dépend pour beaucoup dq vos connaissances, de votrc’expgrlegce qut: voEs
permet de bien utiliser ces connaissances et aussi dp bonnes met.ho’es‘ e rec ]e:rc e
sur lesquelles nous allons revenir page 37. Mais il ne faut pas négliger le climat,
I'ensemble des sentiments et des impressions conscientes ou inconscientes qui font
de vous, chercheur impassible que vous croyez étre, le jouet de passions plus ou
moins prévisibles et presque toujours troublantes.

Or la sérénité serait une meilleure disposition pour I'esprit : dél?ar,rassq de toute
pensée parasite, de toute pensée relative a d’autres objets pour avoir I’esprit ouvert 2
tout ce qui importe pour le probléme considéré. La sérénité n’est pas, ‘cepepdan_t,
’état naturel dans lequel vous vous trouvez pas plus que la mer n’est jamais
parfaitement calme. Il y a un peu de vent, quelques vagues ou mc‘zme une houle’tres
réguliere. Alors accommodez-vous d’avoir a chercher un probl;me tout en étant
traversé par moments d’idées parasites ou d’émotions étrangéres au probléme.
Sachez seulement, ou bien en tirer profit (par exemple pour alimenter votre
aspiration a la découverte), ou bien les maintenir comme a distance respectueuse :
maintenir a tout prix le minimum de concentration indispensable.

Mais concentrer son attention fatigue. Si la découverte tarde, on peutselasser. Ilya
un moment oll la persévérance dans I'effort, de vertu qu’elle était, devient faute; on
perd sa lucidité, on s’embrouille, on mélange diverses idées déja essayées sans
succes, on n’est plus capable de tirer profit de ses fautes ou de ses errements (ce qui

est justement la clé du succés). Autant se reposer; Bossuet disait «faire oraison »;
Yajouterai : «respirer profondément!»

Les épisodes de la recherche

Aussi expérimenté qu’on soit, aussi riche en science et en méthodes de travail, le
derou_lcmcnt d’une recherche est rarement uniforme; ou alors on se trouve devant un
exercice facile et il faut s’appliquer  en fignoler la solution. Ce qui sera normal, sauf
peut-ctre pour les génies que nous ne sommes ni vous ni moi, ce sera une succession
de phases plus ou moins heureuses, plus ou moins malheureuses. Il y a des avances
lellen}gnt rapides que la plus timide vérification y fait apparaitre ou bien des fautes
grossieres ou bien des insuffisances notoires. Alors on revient en arriére, on
s'apercoit qu’on a confondu vitesse avec précipitation.

La dégogverte d’une solution fait penser 2 I'apparition d’
bain reve]at_eur; alors que rien n’était visible, certaines part
arbrq Ou visage, on ne saurait encore le dire, c’est seul
f0ncee§ se rejoignent qu'un profil se dessine; le mome
apparait mais en regardant de tout prés, on voit encore se
qui donnent & I'ensemble sa perfection. De méme, pour |

fois Fo'uvée I'idée qui éclaire la recherche, le fignolé de
son fini,

une photographie dans le
ies commencent  foncer;
ement quand les régions
nt vient ol toute I'image
dessiner de trés fins détails
a solution du probléme, une
s détails donne 2 la solution
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Il faut revenir sur les fautes. Les petits éleves de Sixieme voient rarement leurs
propres fautes de calcul ou de raisonnement; ils s’en remettent au professeur de les
leur signaler : conduite trés naturelle mais puérile. Au niveau de la Terminale, vous
devez vous efforcer de dépister vous-méme vos propres fautes. Le procédé ;
multiplier les vérifications, utiliser des contre exemples, etc. Si un calcul vous a fourni
une expression qui dépend d’un paramétre, en donnant & celui-ci quelques valeurs
particuliéres des invraisemblances peuvent apparaitre. Si, par exemple, vous avez
trouvé que la limite de la fonction f pour x tendant vers plus I'infini est moins I'infini
et que le calcul de la dérivée de la fonction montre f positif pour x assez grand, il y a
contradiction; la révision de la limite et de la dérivation s’impose. Tout calcul

numérique exige des vérifications multiples; ne pas vérifier un calcul, c’est cela la

faute impardonnable. Les autres fautes, quand on les décéle soi-méme, conduisent &
la découverte.

En effet, les fautes décelées, corrigées ont une grande vertu heuristique; elles
limitent le champ de la recherche en indiquant ce qu’il ne faut pas faire.

A ce sujet, je vous conterai une anecdote personnelle : une faute que j’ai commise et
que j’ai mis trés longtemps a comprendre. C’était sur le « Probleme de 1’ours : un ours
sort de sa taniére pour chasser; il fait 10 km vers le Sud sans rien trouver; il tourne a
gauche, marche 10 km vers I’Est, toujours rien; il tourne a gauche, marche 10 km vers
le Nord, toujours sans rien trouver; il en est désespéré car au terme de ce périple, il se
retrouve devant sa taniére. Question : quelle est la couleur de cet ours désespéré?» Je
croyais avoir trouvé LA solution : I'itinéraire de I’ours sur la sphére terrestre est un
triangle sphérique bi-rectangle et la taniére est au pdle Nord, I'ours est donc blanc.
Tu as raison, me dit un ami, mais il y a d’autres itinéraires possibles selon I’énoncé et
tu n’en as trouvé qu’un. J'acceptais son avis car je reconnais la compétence de ce
savant ami (et en cette circonstance j’étais dans la méme attitude que celle de I’éléve
de Sixieme devant son professeur) mais je ne voyais pas ma faute (ne trouver qu’une
solution quand il y en a d’autres, une infinité peut-étre, c’est une fameuse faute!).
Mon ami n’ayant pas voulu m’indiquer ol était I’origine de ma faute (en quoi il avait
pédagogiquement raison), j’étais réduit a la trouver seul. J’y suis parvenu, mais aprés
de longs errements : I'itinéraire trouvé en forme de triangle sphérique m’incitait a
n’envisager d’autre solution que sous la méme forme. J'oubliais qu’il y a des
paralléles (au sens de la géographie) qui ont 10, 5, 10/3, ... ou 10/n (nEIN*) km. Et le
plus curieux, c’est qu’ayant trouvé la solution avec un itinéraire vers I’Est qui est un
paralléle de 10 km de long, je ne pensai pas aussitot aux autres paralléles qui seront
parcourus deux, trois, ... n fois pour faire 10 km. Oui, il y a bien une infinité de
solutions (mais tous ces itinéraires entourent le pole Sud et il n'y a pas d’ours dans
I’Antarctigue!).

—

Fautes, manque de savoir ou de méthode, il arrive qu’on n’avance plus; blocage : « je
seche». D’abord, je ne crois pas qu’il soit bon de se répéter cette derniére phrase
jusqu’a s’en persuader. Mieux vaut prendre conscience du blocage, soit, mais savoir
qu’il y a trés probablement des remédes. L’un, immédiat, est de reprendre tout ce qui
a été fait a partir d’une relecture attentive de I’énoncé; on peut déceler des défauts et
y remédier; ou simplement relire la solution trouvée d’un ceil neuf, Si cette révision
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ne donne pas I'élan attendu, s’appliquer a rédiger ce qui peut I’€tre; la mise au point
des détails peut étre éclairante.

Si ces efforts immédiats restent infructueux, je conseillerai le repos. Dans le cas
d’une recherche personnelle en temps libre, une nuit de bon sommeil porte
d’excellents conseils. Dans une recherche en temps limité, il ne peut en étre question
mais un recueillement de dix minutes en fermant les yeux sans penser au probleme
parfois suffira.

Deux remarques :@ Le dernier chapitre traite de la communication et traitera donc
aussi de la rédaction d’une solution de probléme. Ici, ’acte de rédiger est considéré
comme partie de I’action de chercher@ Le titre insiste, par son pluriel, sur I’intérét de
plusieurs rédactions successives.

A propos du blocage dans la recherche, j’ai déja conseillé une premiere rédaction
partielle. C’est la rédaction-ébauche; elle est personnelle et vous pouvez donc vous
permettre toutes les abréviations que vous voudrez (pourvu que vous soyiez capable
de vous relire). Dans cette étape, il n'est pas indispensable de suivre I’ordre des
questions de I’énoncé : si la solution du 3° vous parait réalisable, vous I’ébauchez, les
résultats ainsi précisés peuvent éclairer d’autres questions. Si, au cours de la
rédaction-€bauche, vous pouvez mettre au point des figures ou des tableaux de
valeurs numériques, réalisez donc ces figures ou ces tableaux sur feuillets distincts et
numérotez-les pour y faire facilement référence dans la rédaction définitive.

On voit trop souvent des éléves rédiger directement et définitivement a partir de
«brouillons » informes? Ces éléves s’imaginent que Cicéron improvisait ou que
Voltaire a écrit Candide au courant de la plume.

D’abord les brouillons ne devraient pas étre « informes »; tout écrit réalisé pendant la
recherche doit étre clair. Si I'on y décele des fautes, ne_pas les effacer, barrer,

corriger clairement de facon que la faute reste visible (une fagon de s’en prémunir).
Tous ces textes, et en particulier celui de la rédaction-ébauche vont fournir les
matériaux pour la rédaction définitive.

Dans un examen, dans une épreuve de contréle, il y a deux aspects particuliers au
sujet desquels on peut faire des réflexions de genres trés différents : 1. le temps dont
on dispose pour la recherche et la rédaction est strictement limité; 2. ’épreuve est
faite en vue d’une notation qui exprime une sorte de «mesure», I'expression
soulignée et les guillemets voulant exprimer une certaine réserve sur la signification
des mots employés.

L'épreuve de mathématiques au baccalauréat ne compte que 4 heures en sections C,
D, ou E, Travailler quatre heures de suite avec un bon «rendement » exige une bonne
organisation du travail et un certain entrainement. L’une et I'autre auront été
obtenues en pratiquant de telles recherches en quatre heures au cours de I’anpée.
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Epreuves au cours desquelles vous aurez expérimenté les stratégies qui vous : P . '
conviennent le mieux. En voici une que je vous propose : ) Quelques t€ChnlqueS de
/1) Lecture assez rapide de I'énoncé en entier (dix reCherChe

minutes environ). '
(2. Recherche du premier exercice ou du second et
“rédactions (25+ 15 =40 minutes).

‘3. Recherche du second ou du premier exercice et

rédactions. Au total, 90 minutes. Il reste 2h 30 pour le «Une branche de la science est pleine

probleme. de vie tant qu’elie offre des problemes |

4, Relecture attentive de I'énoncé du probléeme (dix eneaZana'ZcZ 1 ma,{gw de groble‘mes

mmutes) est signe de mort. » |

&) Etude du probléme; s'il comporte trois parties (par David Hilbert
v 1

exemple) évaluer l'importance respective de chacune

our se fixer un programme raisonnable. Sachant qu'il faut |, .
D b 4 ,’ S’il est possible de formuler quc]ques principes sur la recherche (page 25).
|

le moment est venu de passer 4 I’action. Y a-t-il des «recettes», des «trucs»?
Pcut-etre, mais mieux vaut réfléchir a des techniques seneuses a des methodes
éprouvées c’est-a-dire testées sur des exemples.

Savoir d’abord ce que vous cherchez et vous tenir a une ligne de conduite.

En général, les énoncés proposés sont calibrés pour que I'épreuve soit traitée en . P . < . 2
y e ur cela dégager hypothéses et lusions supposées.

entier par un éléve moyen. On se fixera donc I’objectif de tout traiter. Cependant [ ke gager hyp Rl PRESIR: SIRD
)

se réserver vingt minutes a la fin pour une révision
générale de la copie et un fignolage de la rédaction.
N.B. Ne pas oublier que toute rédaction doit &tre soigneu-
sement relue.

mieux vaut laisser une question que bacler une pseudo solution qui ne fera illusion a Savoir recourir 4 des souvenirs.
personne. Enfin, dans la présentation, tenir compte des recommandations dévelop- Transformer un énoncé qui parait mystérieux en un énoncé qui le serait moins tout
pées dans le dernier chapitre. 1 en étant équivalent au premier.

Il y a des cas ol «I’idée géniale» permet de sortir d’une recherche bloquée.
Transformations géométriques et invariance de certains caractéres offrent des voies

W intéressantes a la recherche.
x> ’ , L’étude des fonctions est un bon exemple d'une recherche méthodique.

Mais ces quelques exemples n’épuisent pas un sujet aussi vaste. Il y a le cas
important des calculs... et tous les exemples qui ne peuvent étre examinés en
quelques pages.

Avoir une ligne de conduite

Dans la recherche en commun de toute une classe, le professeur intervient
initialement en posant une question; il relance la recherche quand celle-ci s’égare en
j posant d’autres questions. Dans la recherche solitaire, on dialogue avec soi-méme,
dans la recherche en équipe, avec ses compagnons. Depuis Socrate, qui appelait
«maieutique », cet art d’accoucher les esprits et depuis le récit que Platon nous en
| donne dans Ménon, que ce soit dans une séance d’enseignement ou de recherche, on
! mobilise ses connaissances, on concentre son esprit par un jeu de questions. Si elles
sont de plus en plus serrées, ajustées sur ce qui fait probléme, elles nous aident a
trouver une réponse ou une solution.
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Cela ne signifie pas, comme le pensait Socrate, que « chercher et apprendre sont, en
lewr entier. une remémoration », que toute connaissance serait ince, qu’il n’y aurait
qu'a «accoucher les esprits ». Mais il n’est pas besoin d'adopter complétement cette

opinion de Socrate pour reconnaitre une certaine efficacité a sa méthode et nous
’appliquer & nous-mémes.

Quoi que nous fassions dans la suite d'une recherche, ménageons-nous des pauses de
réflexion et alors demandons-nous : «Pourquoi fais-je ce calcul? Pourquoi cette
figure plutdt que telle autre, pourquoi ce mode de raisonnement?» Quand on cherche
on n’est jamais seul : il y a cette partie de vous qui cherche et cette autre partie de
vous qui vous observe cherchant; entre ces deux arties de vous, le dialogue doit étre
possible. Il n'y a pas Socrate et I'esclave, 11y a le Socrate qui es{ en vous qui
questionne habilement I'esclave ignorant qui est aussi en vous, ou I'esclave enchainé
au probleme. Ce dialogue intérieur est la voie de la libération ;9K

Pour commencer, vous analysez I’énoncé. Vous I'avez lu et méme relu. Vous savez
que, dans ses phrases, il y a, mélées, des données, des affirmations supposées vraies, les
hypothéses et des questions auxquelles vous devez trouver réponse. Distinguer des
I’abord le connu de l'inconnu : c’est a partir de ce qui est connu que vous
parviendrez & découvrir ce qui ne I’est pas.

Pratiquez donc pour commencer l'inventaire des hypothéses. Je dis I'inventaire,
Iénumération complete; d'abord en relisant I’énoncé une fois de plus, puis en les
notant sur C.J. ou feuillet de recherche. S’il y a une figure dans I’énoncé ou si le texte

vous suggére d’en dessiner une, vous le faites en respectant scrupuleusement toutes
les hypothéses.

Recensement fait des hypothéses, vous vous posez la question : qu’est-ce exacte-
ment ce qu'on me demande? Est-ce la démonstration d’un fait affirmé ou la
découverte d’un ensemble inconnu?

Une précaution a prendre aussi dés le début : les notations a employer. Sont-elles
imposées par I'énoncé lui-méme, alors vous vous y conformez (en principe, si
I'énoncé est bien rédigé, les notations qu’il propose ne sont pas mauvaises). Si, au
contraire, I'énoncé n'en suggére aucune particuliérement, vous les choisissez en
notant bien que plus tard, aans la rédaction définitive vous devrez les préciser de la
fagon la plus explicite. Autant le faire tout de suite sur C.J.@’u- feuillet n° 1.

Tous ces préliminaires semblent du temps perdu aux gens pressés. Mais la recherche
n’est pas une course de vitesse, c’est une € ve de fond. Avant d’avoir a fournir un
effort d’attention prolongé, c’est au contraire du temps gagné que cette lente et sire
approche de I'énoncé.

Exemple, la premiére question de I"énoncé 3 (voir p. 28) : vous notez ¢ €[0,2 7] et
@#m ce que vous écrivez aussi ¢ €[0,27] \ {7} ou e €[0,7[U]m,2 7], trois
fagons équivalentes d’écrire cette hypothése restrictive sur ¢; c’est bien le diable si
vous oubliez dans Ia suite que ¢ ne peut étre égal 4 ; il est méme probable que, dés
{e debl(l)[, cette restriction éveille votre curiosité; vous pensez : sinm =0, cos 7= — 1,
gm=0.
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Voyons donc ce qu’on demande : calculer le module et I’argument du complexe z; on
ne vous impose aucune notation; vous pensez a z = p (cos 6 +i sin @) qui ressemble a
la notation donnée; par quelques transformations vous calculerez le module p et
I'argument @ en fonction de ¢. La suite vient toute seule : si z'=—1/z soit zz' = —

il en résulte pp'=1 (le produit des modules) et 0+60'=m[2m] (la somme des
arguments). L’exercice n’est pas résolu, mais vous savez ce qu’il faut faire pour le

résoudre.

Les souvenirs

Quand vous abordez une recherche, quel qu’en soit I’énoncé la lecture de celui-ci et
son analyse projettent votre conscience dans ce que Marcel Proust appelait
«I’édifice immense du souvenir ». Mais alors que c’est la saveur d’une madeleine
trempee dans 1e the qui reveillait en lui des souvenirs d’enfance selon un processus
assez mystérieux, ici, c’est I’énoncé qui vous entraine dans tel domaine de vos
connaissances mathématiques d’une facon trés naturelle.

Rien de surprenant si [’énoncé 3 fait penser a maints exercices du méme genre que
vous avez traités pour servir d’illustration a I’étude des complexes. Pas de surprise
non plus si I’énoncé 5, a cause du déterminant, vous fait penser a I'indépendance
linéaire dans le vectoriel IR

Il y a aussi des associations d’idées qui sont, dans la recherche mathématique,
d’autant plus facilement congues que le bagage des connaissances est relativement
réduit : pour celui qui en saurait Eéa‘uc’oﬁus que vous, 1l y aurait peut-étre
embarras du choix entre les idées qui lui viendraient a Iesprit. Pour vous qui étes
débutant, c’est peut-étre un avantage d’en savoir si peu; profitez-en, ¢a ne durera

pas. .

Vous étes sans doute étonné de la place que je semble attribuer a la mémoire dans le
travail de recherche. N'est-ce pas en contradiction avec le caractére propre des
mathématiques qui ne sont pas une collection de théorémes? Je ne le crois pas. Ilest
vrai qu'une mathématique bien construite est un édifice logique ou tout se tient et
dans lequel on devra donc atteindre n’'importe quelle chambre, aussi haut placée
qu’elle soit dans I'édifice, pourvu qu’on ouvre les portes qui y meénent avec les clés
de la logique. Mais ces itinéraires assurés ne se révelent pas immédiatement, la
complexité de I’édifice est trop grande. Il peut y avoir des sortes de raccourcis, on
pressent qu’un chemin méne au résultat; un souvenir vient renforcer cette intuition,
lanalogie entre telle question étudiée antérieurement et celle qui est maintenant
proposée vous apparait. Il faut tirer profit de cette idée.

Un exemple. A, B, C sont trois points non alignés affectés de coefficients égaux; le
barycentre de ces trois points affectés de ces coefficients est le point de concours des
médianes du triangle. Ce résultat classique rappelé, on demande de trouver le
barycentre d’une plaque triangulaire homogene. Par analogie avec le calcul de I’aire
d’une surface par le procédé du calcul intégral (le découpage de la surface en bandes
paralleles & un axe de coordonnées) on détermine d’abord le barycentre d'une telle
bande, assimilable, si elle est assez étroite, & un rectangle : son barycentre est «au
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milieu ». Le barycentre de la plaque est obtenu par « composition » des barycentres
de toutes les bandes. Si ces bandes sont paralléles a un cté du triangle, les milieux
sont alignés sur la médiane relative a ce coté, donc le barycentre de la plaque
homogéne est le méme point que le barycentre des trois masses égales placées aux

sommets.
Par analogie, n'en induisez-vous pas que le barycentre d'un tétracdre homogene est

le méme point que le barycentre de quatre masses égales disposées aux sommets du
tétraédre? Voir dans le livre de Polya 4 qui j’emprunte cet exemple le développement

qu’il consacre au rajsopgement par_analogie.

Equivalence

Remplacer 1'énoncé qui vous est proposé par un énoncé équivalent, d’abord
savez-vous bien ce que cela signifie.

"7 Dans le calcul des propositions, en logique, deux propositions notées p, g sont dites
logiquement équivalentes (ou simplement «équivalentes»), ce qui est noté
(p — g)ouencore (p < g)ouencore(p ssi g), ssiétant 'abrévia-
tion de «si et seulement si », lorsque les deux propositions sont toutes les deux vraies
ou toutes les deux fausses, glles ont la méme table de vérité (ou encore : il est
impossible d’avoir simultanément I'une vraie et I'autre fausse).

Remplacer une proposition énoncée en frangais par sa traduction en anglais devrait
étre une équivalence. C’est vrai et facilement vérifiable pour des phrases telles que :
« Z est I'anneau des entiers » et « Z is the ring of integers ». Pour des propositions
plus compliquées, c’est souvent impossible; la traduction d’une langue idiomatique
dans une autre est un art et les traductions en francais de Shelley ou. de Keats n’ont
pas la saveur des textes originaux. .

— En mathématique, il y a équivalence lorsque la traduction est parfaitement fidéle.
Exemple : Proposition I : « Dans le plan euclidien, si un point M est ¢quidistant de
deux autres points A et B, alors M est situé sur la médiatrice du segment AB »;
Proposition I : «Dans le plan euclidien, si un point M n’est pas situé sur la
médiatrice du segment AB, alors M n’est pas équidistant des points A et B.»_

La vérification de I’équivalence des propositions I et II est facile par la comparaison
de leurs tables de vérité. J ‘en profite pour rappeler ci-dessous quelques éléments de
calcul des propositions en logique, et en particulier ce qui concerne les implications.

| r et s représentent deux propositions. Dans I'exemple
proposé, on peut prendre pour s «M est situé sur la
médiatrice de AB et pour r la proposition « M est équidis-
tant de A et B ». Chacune des propositions r, s peut étre
vraie ou fausse (ce qui sera noté 1 ou 0). On note “1rla
négation de r, ras la conjonction des propositions 7, s et
rvs leur disjonction. Tables des valeurs de vérité :
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(o
1 O
r | S ‘ r | rAS | I
1 1 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 1 0 1
0 0 1 0] 0

Pal
L’implication notée r = s n'est autre que la disjonction
((non r) ou s).

Si r=> s est dite implication directe, les implications
_conjuguées sont :

I'implication contraposée :

s = Ir
i I'implication réciproque (ou converse) :
T s=r
| I'implication inverse : -
M Tr = s
Voici les tables des quatre implications :
r sr=s TIs=>7lr s=r

C

1r= Tls

>

oo =~
OoO—- 0O =
S s J
—_O - -

i Lo~ WO\t |- y
Elles montrent que la directe et la contraposée sont
équivalentes, que la réciproque et I'inverse sont équiva-
lentes. :

Quant & la double implication, conjonction de la directe et
de la réciproque on l'écrit r&s et elle a-la méme
signification que r—s ou que (r ssi s) qui se lit facile-
ment «r si et seulement si $».

< “~ €€

SUR UNE FACON DE PARLER. }

Reprenons I'exemple de la médiatrice d’un segment AB dans le plan euclidien.
L’expression : « Un point M du plan €s) équidistant de A et B si et seulement si M est
situé dans la médiatrice de AB » gst correcte ef sans ambiguite. On exprime encore la
méme idée par la phrase : « Pour gue le point M duplan %0t équidistant de A et B, il
faut et il suffit que M soit situé sur la médiatrice de AB.» Si I'idée est la méme, Ia
formulation est ficheuse; le «il faut» correspond A la condition pécessaire, ici
r = s, ou encore condition nécessairement vérifiée si M est équidistant de A et B;
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le «il suffit » correspond a la condition suffisante, icis == r, ou encore condition
suffisante pour que M soit équidistant de A et B. L’emploi du raccourci «il faut et il
suffit » entraine 1’emploi d’un subjonctif qui est justifié pour la condition suffisante
mais qui est jntempestif pour la condition nécessaire.

i Conclusion pratique : je yous recommande d’user du «si et seulement si» et de son
i abréviation si parlante ssi avec laquelle vous ne risquez jamais d’oublier qu’il y a
deux implications réciproques I'une de 1’autre démontrées ou a démontrer quand on
Iemploie.

EQU]VALENCES ET EQUATIONS.

Dans la résolution des équations ou des inéquations ou des systémes d’équations ou
d’inéquations, on pratique le plus souvent par équivalences : on remplace le systéme
A par un systéme B qui est dit équivalent & A si et seulement si ’ensemble des
racines de A est égal a I’ensemble des racines de B. Voici quelques exemples.

Exemple 1. Résoudre dans I’ensemble R™ des réels positifs I’équation :
x+2=Vx+5 el

ce qui signifie, préciser, si possible en les explicitant, tous les réels positifs tels que
I’égalité précédente soit vraie. Voila la suite des équivalences :

(x+2=Vx+35) &= ((x+2)=x+95)
= (x*+3x-1=0)
P x=_3+ "]3_
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Au contraire si I’énoncé avait dit «résoudre dans les réels » sans préciser que ceux-ci
dussent étre positifs, on aurait eu la suite d’équivalences :

(x+2=Vx+5) & (x+2)=x+5 et x+2=0)
(x:+3x—\]/=_0 et x=-2)
& =223

L’identité des conclusions ne doit pas cacher la différence importante des équiva-
lences intermédiaires; oublier la condition (x = —2) dans le deuxiéme cas serait une

faute grave.

Exemple 2. Calculer I’aire de la surface E des points M de coordonnées (x, y) du plah
qui vérifient le systéme suivant :

(x=0) et (y=0) et (x+2y=25) et (x+y<15) et (Tx+y<63).

Je signale tout de suite une faute fréquente : puisque x +y <15, la derniére relation
s’écrivant 6x +(x+y)<63, on en déduit 6x<63—15 soit 6x <48 et x <8. Mais
réfléchissez a ce que signifie ce calcul : si deux inégalités sont de méme sens, telles
que A<B et C=<D, on en déduit évidlemment A+C<B+D. Par contre si on
retranche membre 4 membre, il faut prendre garde que C<D est équivalente &
—D=<-C ce qui permettra d'écrite A=—D=B=C"
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Dans ce probleme I'usage d'équivalences inexactes fausse toute la solution. Qui est
bien plus simple : chaque inégalité donnée définit un demi-plan; la conjonction des
cinq inégalités définit I’intersection de ces cinq demi-plans. Je laisse au lecteur le soin
de le dessiner. Puis de calculer son aire.

L’idée « géniale »

Vous comprenez tout de suite que les guillemets s’imposent : aucun de nous ne se
prend pour Gauss! Et pourtant...

I1'y a des problémes qu’on ne sait par quel bout prendre. Nous sommes d’autant plus
embarrassés que I’énoncé ne parait présenter aucune difficulté spéciale. On se lance
alors dans toutes sortes de directions, sans succés, jusqu’a I'intervention d’une idée
«géniale» ou qui nous semble telle parce qu’elle nous permet de sortir d’une
situation qui paraissait sans issue.

Je me permettrai de vous conter ici un souvenir personnel. Un ami m’avait posé le
probleme suivant : « Un habitué d’une station de métro a remarqué que s’il marchait
d une- certaine allure sur I’escalier mécanique, il comptait huit marches avant
d’arriver a la sortie; s’il marchait deux fois plus vite (en montant deux marches la oi
auparavant il en montait une), il comptait douze marches avant d’arriver a la sortie;
ne peut-il pas en déduire la hauteur de Iescalier (exprimée en marches)?»

Je ne voulais pas m’astreindre & écrire des équations ni méme 2 utiliser une feuille de
papier. Puisque c’est un probléeme d’escalier mécanique, il doit étre possible, me
disais-je, de le résoudre a I’occasion d’une sortie de métro sur un escalier mécanique.
Ce qui ne devait pas €tre tout a fait vrai car je restai longtemps « dans la nuit » ou si
vous préférez, «dans le tunnel».

Jusqu’au jour oil, sans doute pris dans la foule du métro, j’imaginai trois hommes sur
cet escalier : le premier A se laisse porter en restant immobile sur une marche, le
second B monte des marches & la petite allure indiquée par I’énoncé, le troisieme C
monte des marches a I’allure rapide. Imaginons alors la situation des trois voyageurs,
qui sont partis en méme temps du bas de I’escalier, au moment ol C arrive en haut de
I’escalier. C est a douze marches au dessus de A, 2 6 marches au-dessus de B. Or B
aura compté huit marches quand il arrivera en haut de I'escalier. par conséquent

. I’escalier monte dé 6 marches pendant que B en monte deux. La hauteur totale de

I'escalier est :

8x3=24 marches (figure page suivante).

Je vous ai raconté cette «devinette » afin que vous réfléchissiez a I'origine de I'idée
«géniale », Dans I’énoncé il n’est question que d’un voyageur; dans la solution
présentée, il y a triplement de la personnalité. Evidemment, j’ai été aidé par le fait
que dans le métro il y a beaucoup de monde! Surtout, j'ai imaginé une expérience et
j'en ai fait une «photographie» mentale assez voisine de la figure dessinée.
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Le moment est donc venu de livrer a votre méditation cet extrait d’une lettre du
grand Archiméde a son ami Eratosthéne (dont vous connaissez le «crible» pour
trouver les nombres premiers et peut-£tre aussi sa merveilleuse mesure du rayon de
la Terre) :

«Souvent, en effet, j'ai découvert par la mécanique des propositions que j’'ai ensuite
démontrées par la géométrie, la méthode en question ne constituant pas une
démonstration véritable, car il est plus facile, une fois acquise par cette méthode une
certaine connaissance des questions, d’en trouver ensuitela démonstration que sil’on
cherchait celle-ci sans aucune notion préalable. »

L’idée a été reprise et exploitée par un pédagogue Suisse, J.-L. Nicolet qui, par des
films de dessins animés, stimulait I'intuition géométrigue de ses éléves. Une legon
dont nous pouvons tous profiter.

Transformations et invariance

Dans I'énoncé 5, le point M est défini comme barycentre de trois points R, S, T non
al_lgnes affectés des coefficients réels supérieurs a zéro r, s, . Les « masses» des
triangles MST, MTR, MRS sont des formes bilinéaires alternées. Pour traiter ce

prQb!eme de géométrie affine, il ne peut étre question de faire intervenir des notions
métriques.
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. e A
Ecrivons m (M, M',M") T y'—y y'—y i
bilinéaire alternée a partir de la convention ¢ (i,])=1 pour la forme bilinéaire
alternée définie sur les vecteurs de la base canonique (ce qui revient a un certain
choix de I'unité de «masse»). Puisque cette forme est bilinéaire :

=%¢p (MM’, MM") ot ¢ désigne la forme

o (M8, MT)= ¢ (MS,~{ MR- MS)
= —fmm.m)
=;’¢(WR’,W§).

Anrement dit m (MST)zm (MTR)_m (MRS).
r

s t
Les trois « masses» sont proportionnelles aux coefficients r, s, f.
En utilisant encore la bilinéarité, je vous laisse démontrer :
m (MST)+m (MTR)+m (MRS)=m (RST)
soit la relation finale :

m (MST) _m (MTR) _ m (MRS) _m (RST)
r s  t r+s+t

Vous savez que la position du barycentre M dépend des trois coefficients r, s, faun
facteur multiplicatif prés; donc on ne peut aller plus loin dans la détermination des
«masses » des triangles.

(Remarques : Je n’ai pas insisté sur la démonstration évidente que M est a I'intérieur
du triangle RST; par contre la forme ¢ étant alternée,

m (MST)= —m (MTS)

il faut prendre garde a ’orientation des triangles. Notons bien aussi que toutes les
considérations précédentes ressortissent des axiomes de la géométrie affine).

Dans la seconde question de I'énoncé 5, les notations étant les mémes que dans le
début mais le plan affine étant maintenant muni de la norme euclidienne, il faut
étudier 'application g du plan dans I’ensemble des réels telle que :

P +— g(®=r|PR[+s|PSJ+¢|PT)

La question est d’ordre métrique : ou pense aussitot a utiliser le théoréme de
Leibniz,

Pour reprendre une expression du Professeur Bouligand, il y a intérét a distinguer les
«domaines_de causalité ». Ou, ce qui revient au méme, d tenir compte de la
classification des propriétés (par exemple en géométrie) d’apres le groupe des
transformations qui les conservent : des droites paralléles restent paralleles dans
toute transformation affine, des distances égales restent égales dans toute isométrie.

2
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Inversement, on connait bien les quatre axes de symétrie d'un carré. Que
deviennent-ils dans un parallélogramme quelconque. Ily a des propriétés conservées
(parallélismes, milieux de segments) et d’autres qui ne le sont pas (I’orthogonalité).

Transformer apporte une information précieuse lorsque, parmi les objets transformés,
apparait ce qui demeure, ce qui est invariant.

Et puisque le mot «invariant » vient d’étre prononcé, jetons un nouveau coup d’ceil 2
la seconde question de I’énoncé 3 (pages 28 e138): connaissant les coordonnées de

M, soit x =cos£sing ety =cos’§ on cherchait quelle combinaison entre ces deux

2
coordonnées serait indépendante du paramétre ¢, serait invariante lorsque ce
paramétre varierait. Algébriquement parlant, on élimine ¢; on cherche un invariant.

Dans le plan affine rapporté a un repére (A, B, C), la forme bilinéaire alternée
¢ (RS, ﬁ)=‘; ;,I ol x,y et x’,y" sont respectivement les coordonnées des
vecteurs RS et RT exprime une mesure de I'aire du parallélogramme RSVTR
construit sur RS et RT (I'aire de ABDCA étant prise pour unité). Changeons
de repere; soit (A, B’, C") le nouveau, défini par AB'=aAB+bK% et

AC' =cAB+dAC. Les nouvelles coordonnées X, Y d’un vecteur sont liées aux
anciennes par :

x\_f(a c X . da ¢ . :
(y)_(b d)x(Y) oll (b d) est la matrice de passage.

Comparez alors la nouvelle forme :

¢(R_§,RT)=|¥ \‘f

a ¢ (RS,RT). Vous trouverez :

¢ (RS,RT)
¢ (AB,AC)

Changement de repere, conservation d’une forme 2 un coefficient prés.

@ (RS,RT)=

Fonctions

Etudier une fonct_ioq est une question qui se pose souvent; on peut en dégager les
grandes lignes puis illustrer ce plan de quelques exemples.

1. La fonction est-elle définie?

C’est évidemment la premiére question a se poser. Il ne suffit pas de désigner la
fonction par f ou méme d’écrire : «soit f la fonction f: x > f(x)=x+2»;il est
indispensable de préciser ce que x représente : un réel, un entier? Surtout quand on
sait qu'il n'existe pas que des fonctions numériques.
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Pour toute fonction on doit préciser son domaine de définition, I'ensemble E décrit
par argument x auquel correspond, par un procédé bien défini la _valeur
correspondante, notée f (x) [qui se lit « f de x »], élément de I'ensemble F d'arrivée.

Notation :
f:E — F
x — f(x).

E = domaine de définition
F = ensemble d'arrivée ‘
A I'argument x correspond la valeur de / notée f(x).

On dit : La fonction f est définie sur E et a valeurs dans F.
e _——

Dans ’énoncé 1 (cf. p.28), la fonction est définie sur IN* (I'ensemble des naturels non
nuls) et a valeurs dans I'’ensemble des parties de I’ensemble des nombres primaires;
I’argument est un naturel non nul, la valeur est un sous-ensemble de nombres

primaires.

Dans I’énoncé 5 (p. 29), la fonction g est définie sur le plan euclidien et prend ses
valeurs dans ’ensemble des réels; on la dit aussi fonction numérique de point; elle
fait penser & ce qui sera dit champ numérique en physique; par exemple, en tout point
de la surface de la Terre, il y a une valeur de I’accélération de la pesanteur; dans ce
dernier exemple, I’argument est un point de la surface de la Terre, la valeur est un
nombre réel.

Voici maintenant un exemple de fonction vectorielle a argument réel. Cinématique :
le cercle C roule sans glisser sur I'axe Ax et tourne avec une vitesse angulaire
constante w; soit # =wt ’angle dont la roue a tourné depuis I'instant initial £ =0. A
chaque instant ¢ correspond un vecteur AM ou A est I’origine des coordonnées et M
le point fixe sur le cercle qui était au contact avec Ax en A i I'instant initial; on pose
r=rayon du cercle. :

Le roulement sans glissement se traduit par I'égalité des longueurs Al et MI, la
seconde étant celle d'un arc de cercle; par suite :

m=rw1.
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—_— .

En projetant sur les axes I'égalité C
! ant ¢ s égalité AM=AI+IC+CM
, vous trouvez les coordonné
onnées

de AM :

X=rwl-rsinwt ; y=r—rcoswl.

Soit ¢ la fonction vectorielle & argument réel ¢ qu’on écrira :

P:R — R?
¢ — m=(rwt—rsinwt>

r—rcoswt

B 2T aie s gt
(le calcul est fait pour ¢ E[O.j[, ¢’est-a-dire pour I'intervalle de temps correspon-

dant au premier tour de roue).
Les formules restent valables pour toute valeur réelle de I'argument,
ant I'instant considéré arbitrairement comme « jnitial »).

t énoncé le probléme classique de la cycloide (on lira avec
lette », édition de la Pléiade,

Remarques :
par exemple ¢ négatif (av
Vous avez reconnu dans ce
profit ce que Pascal écrivait dans son traité sur la «rou
p. 176 et sq.).

L’énoncé 2 (voir p. 28) propose une fonction définie par une intégrale :

X F(x)=l Logt dt (Log=In=logarithme népérien)

qui est un exemple de fonction composée :

h x
f:x |—£-> X=gx)=1+x* —> h (X)=f Log!dt qui s'écrit F=hog.
1

injective, est-elle surjective?

La question manque d’intérét dans un exemple comme celui de la cycloide : P est

évidemment injective et non surjective. Au contraire, dans I’énoncé 1 (voir p. 28)

répondre a cette question est essentiel (d’ailleurs quelle autre question pourrait-on se
bl

poser?).

2. La fonction est-elle

A I'unicité de la factorisation primaire d’un naturel non nul n correspond 'unicité de
I’ensemble des diviseurs primaires de n : donc f est injective. f n’est pas surjective :
{1,5,5,5, 5%estla valeur f (625),{1,5,5’} n’est pas une valeur de f puisqu’un naturel
divisible par 5° le serait par 7,

Dans I’énoncé 5 (voir p. 29), la formule de Leibniz permet d’écrire g (P) sous la forme
suivante, M étant le barycentre des points R, S, T affectés des coefficients r, 5, I :

g (P)=(r+s+1)[FIP[* +r [MRI"+5 [MS|'+1 IMTF.

I en résulte : g (P) =& (P) ssillmﬂ=”M P/|; par conséquent g n’est pas injective; il
existe dans le plan des lignes iso-g, ensembles des points P qui donnent la méme
valeur 2 g : des cercles de centre M et, en ce point M, la fonction g est minimum :

yP.gM)=<g(®).
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du vectoriel E dans le vectoriel F,

- i est un homomorphisme
Is que soient les vecteurs v etw

Autre exemple trés usuel :

¢'est-a-dire une application de E dans F telle que que

dans E, quel que soit le réel A :
h(v+w)=h (v)+h(w) et h(Av)=Ah(v).

On sait que h est un homorphisme injectif si et seulement si son noyau est réduit au

vecteur nul :

h injectif ssi Kerh = {0z}

On sait que f1 est un homomorphisme surjectif si et seulement si son image est égale

au vectoriel d’arrivée :

h surjectif ssi Im h=F.

bien ce que sont noyau et

t 'image réciproque du

ectoriel du vectoriel-

e sens que si vous savez
lle fois que le noyau es

que Ker h est un sous-v
me est le sous-ensemble des vecteurs de

par h; et que Im/h est un sous-vectoriel du
h est encore appelée rang de I’homomor-

Bien entendu, ces résultats n’ont d

image de h. Rappelons une nouve
vecteur nul O¢ du vectoriel-arrivée; et

départ. Que I'image de 1’homomorphis
I’arrivée qui ont un antécédent au moins
vectoriel-arrivée, que la dimension de Im
phisme.

Lorsque h n’est pa
variété linéaire du
I'ensemble de ces vari
est évidemment isomorp
vectoriel-départ, du noyau €

dimE =dimKer i +dimImA
rangh =dim E—dim Kerh.

roque d’un vecteur de I’image est une
riété est une translatée du noyau;
tde E par hetce vectoriel-quotient
lation entre les dimensions du

s injectif, I'image récip
vectoriel-départ et cette va
&tés est le vectoriel-quotien
he a I'image. D’ol la re
t de I'image :

r que la fonction f n’est pas injective, il suffit d’exhiber

Bien entendu, pour prouve
t b (a#b) tels que fla)=f(b).

une paire d’arguments a €

Limites.
C’est surtout dans I’étude des fon
rencontrer.

ctions numériques que vous aurez I’occasion d’en

Exemple d’une fonction :}I ébrique et d’une recherche d’asymptotes. La fonction
jix —> j(x)=\/21il définie pour xEIR\]O,l]. Lorsque x tend vers
Iinfini :@
5x°
2=

v tend vers +%,j(x)=x \/%-

2

5x. o ik .
1 tend vers +o comme —5—> deux cas i considérer pour j(x) :

—-L]- tend vers + ®;
.\"“i
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x tend vers —«,j(x)=—x \/g ;] tend vers +.
L P

Le graphique J de la fonction j aura donc deux branches infinies. Existe-t-il des
directions asymptotiques? Cela dépend des valeurs limites de ’L‘—% vous trouverez ;

X
;(_r)_\[g -IL\')__\/E.
=g o Ve

1l existe donc deux directions asymptotiques : lorsque x tend vers + Il'infini, c’est
une direction de pente %et lorsque x tend vers — I'infini c’est une direction de
pente opposée. }

Existe-t-il des asymptotes? Pour la premiére direction cela dépend de la valeur limite

de (j (x)—x g) soit ici 189; pour la deuxiéme direction, cela dépend de la valeur

limite de (j(x)+x \/g) soit ici _\,_189, Il existe donc deux asymptotes dont les

- 2\@ __ \/5_\/1:0
’”"\[f g S YTTXV3TV3

la premiére correspond 2 la branche infinie pour x positif, la seconde correspond a la
branche infinie pour x négatif.

équations sont :

e : 1 55 .
La limite de j lorsque x tend vers 3 par valeurs supérieures ne présente pas de

difficulté (on peut poser x =%+t et chercher la limite de j lorsque ¢ tend vers zéro

par valeurs positives).

I1 est plus intéressant d’étudier le graphique pour x =0. En effet, j tend vers zéro
lorsque x tend vers zéro par valeurs négatives. Le graphique de j présente donc un
point d’arrét a1’origine des coordonnées. Pour préciser la forme du graphique, il faut
tracer la tangente en ce point c’est-a-dire calculer la limite de la dérivée de j lorsque x
tend vers zéro par valeurs négatives : ici zéro par valeurs négatives, la tangente
gauche au point origine est I'axe des abscisses.

Exemple d’une fonction transcendante. Soit la fonction k définie sur les réels
In(x*+1)

Vx—1

supérieurs a 1 et a valeurs réelles x +—> k(x)= (In désigne le
logarithme népérien).

La limite de k lorsque x tend vers + I'infini s’obtient facilement en écrivant :

In(x*+1) . Vx _Inx*
k (X)=_'—-X—'—:X'—
Inx* V-1 Vx

~
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c'est-d-dire en faisant apparaitre d’abord deux facteurs qui terident vers 1 et un

57 z Int .. Int
troisiéme facteur se ramenant  la forme == en posant f = Vx; or on sait lim===0.

4=

Différentielles et dérivées.=§<

On calcule facilement la fonction dérivée d’une fonction numérique dérivable.
L’habitude ancienne de définir la dérivée pour une valeur de I'argument avant de
définir la différentielle de la fonction donnée pour cet argument, entraine une grande
méfiance des éléves vis-a-vis des différentielles alors que la méme méfiance ne se
manifeste pas pour les dérivées. Cela peut paraitre étrange quand on pense aux
significations géométriques de la différentielle et de la dérivée d’une fonction pour
un certain argument x, : la tangente au graphique I' de la fonction y au point
d’abscisse x, est le graphique de I’application linéaire tangente pour x., c’est-a-dire
de la différentielle de y pour x, et c’est la pente de cette tangente qui est la dérivée de
¥ pour cet xo. On ne devrait pas pouvoir séparer la formation de ces deux notions
distinctes mais étroitement associées, la différentielle et la dérivée, la tangente et sa
pente.

wRevenons donc sur la définition de la différentielle de la fonction y pohr Xo comme

«application linéaire tangente en xo» :
la fonction y étant définie pour xo, et y(xo) étant sa valeur, la fonction y est
différentiable pour cette valeur de I’argument ssi il existe un réel a non nul tel que :

T (xo+dx)—y (x0) _ 1
dx=0 adx

etalors I'applicationd,,y :dx +—— adx estI’application linéaire tangente en x,, la
différentielle de la fonction y pour x.; le coefficient a de cette application linéaire-est
la dérivée de y pour x,; on pose (notation de Lagrange) a =7’ (x.) et simplement
dy=7v'(x)dx.

Exemples d’utilisation de cette notation : ils concernent en particulier le calcul des
différentielles et dérivées de fonctions composées lorsque les fonctions composantes
sont différentiables.

Soit la fonction m :

X — m (x) = e:u:! Sx

qui peut s’écrire :

cos?$
e x

i u v w 3 t
X b—> 5X —C085X —»COS’5X |—»

ou encore m=towovpou avec u=5x, v=cosu, w=0v" et enfin m=e"; alors
différentions :

du=5dx;dv=—=sinudu,dw=2vdo,dm=e"dw

51



et finalement : .
dm =e~"*2cos5x (—sinSx)5dx

dm = —10sin 5 x cos Sxe™"** dx

cos2 S x

la dérivée de m est m'(x)=—10sinSxcosSxe

Autre exemple, déja cité, 1'énoncé 2 (voir p. 28) :

F=hog avec g:x > X=1+x’
dX=2xdx

X
h:X +—— F(X)=I Intdt
dF=InXdX
soit dF=2xIn(1+x)’dx et F'(x)=2xIn(1+x>.

——Encore un exemple d’utilisation de la notation différentielle, cette fois pour le calcul

de la différentielle de la bijection réciproque d’une bijection différentiable. Soit

w

Sinus la bijection de [—Z, + ] sur [—1, +1] telle que x —— Sinx=sinx. On

2 2
sait dSinx=cosxdx et dans cette formule cosx=V1-Sin’x puisque si

XE[—g! +¥] alors cosx=0.

La bijection réciproque de Sin est Arcsinus qui applique [—1,+1] sur [_22-7’-*'%]'
Evidemment, la composition de Sinus et d’Arcsinus est I'application identique :
x —> y=Sinx +—> x=Arcsiny
d Arcsin y = (Arcsin y)' dy
dx = (Arcsin y)' cos x dx

soit (Arcsin)’ cosx =1.

L7

La fonction Arcsinus est donc différentiable sur ].,75", >

[ seulement, la derniére
égalité exige que cosx#0.

dArcsiny =ﬂ_=d_y,

1 est temps, pour conclure cette partie consacrée aux fonctions de dresser un plan

qui resume les questions que vous pouvez vous poser en réponse a 1’énoncé « étudier
telle fonction ».

Plan général de I'étude d'une fonction numérique :

@Préciser le domaine de définition (priorité absolue),
savoir répondre a la question «pour quelles valeurs
de I'argument x I'expression f(x) a-t-elle un sens»?
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La fonction est-elle injective? Est-elle surjective? (la
réponse a cette derniére question permet de préciser
I'image de la fonction, sous-ensemble des valeurs de
f qui ont un antécédent au moins dans le domaine :

Imf={yeF|Ix€D, y=Ff(x)}
f est surjective ssi Imf=F
f est injective ssi f(x)=f(xX) — x=x.
é) Etude de la parité :
f paire  ssi Yx€ED, f(x)=1(—x)
f impaire ssi Yx€D, f(x)=—7(—x).
@ Etude de la période : f est une fonction périodique s'il
existe un argument T tel que :
YxED, f(x+T)=1(x)
et si T est le plus petit réel supérieur a zéro vérifiant
cette relation alors T est appelé la période de f.

(exemple typique Yx€IR sin(x+27)=sinx la fonction
sinus est de période 2 ).

5) Limites aux bornes des intervalles du domaine de
définition ou pour des valeurs particuliéres de I'argu-
ment.

@ Continuité de la fonction; étude particuliére des dis-
continuités.

@ Dérivabilité; si la fonction est dérivable, préciser dans
quel intervalle elle I'est; calculer cette dérivée et
étudier son signe.

Tableau de variation de la fonction sur lequel on inscrit
\ , les valeurs limites trouvées au paragraphe 5.

@ Table de valeurs : il y a souvent intérét a ne pas
accumuler surle méme tableau les indications sur les

Z sens de variation de la fonction et les limites avec des

—valeurs numériques aussi-nombreuses que possible
pour préciser le tracé du graphique.

Graphique de la fonction; dans le cas ol certains
étails particulierement intéressants n’apparaissent
pas sur le graphique global, on dessine un graphique

supplémentaire sur échelle convenable de la partie
qu'on veut détailler.

@ On a_joute toute autre remarque intéressante sur la
fonction, le graphique, I'application réciproque, etc.
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A propos des calculs

«Savoir substituer les idées aux
calculs. »

Lejeune-Dirichlet

Dans les quelques exemples de recherche présentés au chapitre précédent, nous
avons déja eu des occasions de calculer. Il est rare qu’une recherche mathématique
ne comporte aucun calcul.

Calculer parait pourtant, trés souvent, fastidieux. Alors qu’en réalité un calcul bien
préparé, bien conduit est souvent la voie d une solution claire et précise.

Il faut donc savoir conduire un calcul; avec économie et en sachant ce qui en est la
raison d’étre, I'idée directrice.

Différents styles de calcul seront alors examinés : un calcul littéral; un calcul
purement numeérique; un calcul de traduction.

Les problemes a parameétres conduisent 2 des discussions qu’il faut soigneusement
organiser.

Des calculs d’intégration et quelques apercus sur les probabilités suffiront 3 illustrer
les immenses ressources de ces branches du calcul.

Conduire un calcul

Dans maints problémes, des calculs interviennent. En un sens, c’est psychologique-
ment rassurant : si la solution est ramenée a un calcul et si je connais les régles de
celui-ci, je peux me dire qu’il suffit des les appliquer et que c’est le calcul qui me
conduira au résultat demandé. Avant le calcul j’ai eu un effort de réflexion & faire
(par exemple, mettre le probléme en équations); maintenant c’est au calcul de me
mener au port.

Cette conception du calcul qui méne le calculateur n’est pas sans danger. Bien siir, il
y a des passages oil les régles du calcul sont la pour nous guider de méme que, dans
certains passages difficiles le cavalier juge préférable de laisser la bride au cheval (en
application de la régle : en terrain difficile du cheval ou du cavalier, le cheval est le
plus intelligent des deux). Mais, pour fixer I'itinéraire, savoir d’oll partir, a chaque
croisement décider la route parce qu’on doit sayoir quel est le but, dans toutes ces
circonstances, c’est le cavalier qui décide. De méme dans le calcul. Il y a un équilibre
4 trouver entre les idées qui doivent guider I’opérateur et les algorithmes, les régles de
calcul qui économisent sa peine et, dans une certaine mesure, « pensent pour lui».

zfaTrouvcr cet équilibre, c’est tout I’art du calcul.
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Tenir compte aussi des conditions matérielles du travail et du moral du calculateur.

——Conditions matérielles.

f

Se méfier comme de la peste des calculs baclés, écrits 2 la diable sur n’importe quel
bout de papier. Surtout si on ne sait pas 4 I'avance quel développement peut prendre
le calcul, on le commence en-haut et i gauche d’une page blanche du: C.J. ou en haut
et & gauche d’une grande feuille; il est toujours difficile d'aller & la ligne au cours de
Técriture d"une égalité (ou d’une inégalité); alors on écrit le premier membre aussi 4
gauche que possible et si on ne peut éviter d’aller it la ligne que ce soit avant le
signe = ou juste apres. Si la place manque, mieux vaut écrire le premier membre (ou
le second) sur deux lignes et conserver ainsi la disposition plus suggestive i I’ ceil «le
premier membre a gauche, le second a droite ». Ce qui permet, si des transformations |
interviennent dans un seul'des membres, de ne pas recopier celui qui reste inchangé !‘
(recopier comportant des risques de fautes de copie, moins on recopie moins on
risque de se tromper). -

Mémes recommandations pour I’écriture des rapports; les « traits de fraction » sont
écrits en premier & hauteur normale; on s’efforce d’équilibrer I'écriture.
Exemple :
I1+ax a
xX—a _[+ax—a(x—a)](x+a)
1—a l-ax [x+a—a(l—ax)](x—a)

x+a
_ (1+d)(x+a)
T (x+ax)(x—a)
_ Xx+ta
Tx(x—a)

Lisibilité, clarté de I'écriture sont les ennemis naturels des
fautes de calcul.

Equilibre des dispositions, aération des calculs con-
tribuent & I'agrément du calculateur donc au confort de son
moral.

—— Le moral du calculateur.

A priori, on pourrait croire qu’il ne joue aucun réle; le calcul n’est pas le domaine de
I’affectivité : «quand on calcule, on ne fait pas de sentiment!» Cela ne doit pas étre
vrai puisque tout le monde a vu des calculateurs se décourager, s’embrouiller par
énervement, se persuader enfin «qu'ils ne s’en sortiront jamais» (sentiment
évidemment peu favorable & une issue heureuse). Dans un calcul, comme dans toute
recherche, une certaine sérénité, de la confiance en soi faite de vigilance vis-a-vis du
calcul et d'indifférence a tout ce qui n’est pas le calcul en cours, sont au bénéfice du
calculateur. Contrairement & ce que pensent beaucoup de gens qui n’ont pas la
pratique du calcul, on peut aimer calculer, éprouver une véritable satisfaction devant
un calcul bien conduit et bien disposé.
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La reproduction d'une page de calcul de Le Verrier dans ses travaux qui I'ont
conduit 3 la découverte de la planéte Neptune, donnerait une petite idée de ce
qu'étaient les calculs des astronomes avant I’utilisation des grands ordinateurs.
«C'est ainsi, écrivait Arago, qu'on découvre une planéte au bout de sa plume!»

Peut-on dégager quelques principes pour la bonne Qanduite d’un calcul? J'en
soulignerai quatre : T

(_l?.' Préparer le calcul, le penser en projet avant de ’écrire, en imaginer les phases
successives; dans le cas d’un calcul numérique, cette préparation peut aller jusqu’au
dessin d’un schéma de calcul avec cases o s’inscriront les données, les résultats
intermédiaires, le résultat final.

@Développer Pécriture, en particulier dans tout calcul littéral, de fagon claire
comme il a déja été dit et de telle fagon qu’a tout moment le calcul puisse Etre
interrompu, vérifié, repris, poursuivi.

Pourchasser, déceler les fautes éventuelles; malgré I’attention qu’on porte au calcul,

es fautes peuvent étre commises; il y a des invraisemblances qui, parfois, les

décelent : encore faut-il y penser, a ces invraisemblances (on a vu des étourdis écrire

la hauteur de I’échelle est 3724 m, au lieu de 3,72 m ou méme —3,7 m); encore

faut-il rester toujours vigilant, ne pas s’endormir au calcul comme d’autres
s’endorment au volant : ne jamais oublier pourquoi et pour quoi on calcule.

Présenter le résultat, le faire clairement apparaitre, au besoin grice a un
encadrement au feutre de couleur.
eT—

Et puis, j’oubliais, de ces quatre principes, c’est sans doute le cinquiéme qui est le
plus important :

———_ =)Cinquiéme principe : tout calcul doit &tre vérifié.

= gieurs fg.l_____&

Plu-_

Un calcul littéral

A, B, C sont trois points non alignés du plan euclidien; a, b, ¢, désignent les distances
respectives de BaC,de C a A, de A 2 B; en désignant par a, B, y les « mesures » des
angles du triangle ABC (a, 3, ¥ sont trois réels de I’intervalle ouvert 10, 7[. Le calcul
des normes des vecteurs égaux BC et BA+AC donne la relation ; -

a=b*+¢*~2bc cosa

etde méme b*=c’+a’~2ca cos B; c*=b*+a’~2ab cos vy, Le probléme est de tirer
de ces formules les relations entre a, b, ¢ et les sinus de a,B,v.

L’idée est de tirer cose en fonction des cdtés et d’en déduire sina; le passage au
carré (sin’a = 1~cos’a) n’entrainera pas de discussion puisque a € J0, r[ entraine
sina>0. Le calcul de sine suffira : par permutation circulaire sur (a, b,c) on
obtiendra sinB puis siny,
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y 2L et gt
COSa —T N
iliy? _]_(h’+c’—a’)’_4b’c’—(b’+c’—a')‘.
In"a= 4bzcz - 4bzcz
Dans la suite, on exploite plusieurs fois la factorisation e s diff¢rence de deux
carrés-: ,
sinfq = 2betbiH =) 2be b~ '+ @)
4b%c?

.5 _[(b+ey—-alla’=(b—c)]
sinfa = VAT
sintg=@tbtro)bte—a)(cta—b)(atb—c)

na 4b*c?

soit en reprenant les notations classiques a+b+c=2p, b+c—a=2(p—a) :

dp(p—a)(p—b)(p—c)
b*c’

sina =

ou mieux :

a b c abc

ce qui démontre «la proportionnalité des sinus aux longueurs des cotés».

Un calcul numérique -

A partir des données numériques prises dans un annuaire, vérifier la troisi¢éme loi de
Kepler pour les six planétes connues a I'époque. Enoncé de cette loi : «le quotient du
cube de la distance moyenne de la planéte au Soleil par le carré de sa période de
révolution est le méme nombre quelle que soit la planéte ». (C’est une constante, qui
dépend seulement et des unités choisies pour les distances et les périodes puis de la
masse du Soleil et de la constante de la gravitation universelle, mais cela c’est
Newton qui I'a démontré et dans le calcul demandé nous n’en avons que faire).

En pratique, nous avons donc le méme calcul a faire six fois : une disposition en
tableau sera préférable. Pensons cependant pour commencer au calcul pour une
seule planéte. La maniére dont nous I'écrirons dépend du matériel de calcul dont
nous nous servons. Supposons que nous disposons d’une table de logarithmes. La
formule est :

3
Iog%=3 loga+2 colog T.
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Ce qui conduit au schéma suivant :

2.

=

logT = cologT = @

3
Remarque 1 : pour démontrer I’invariance du quotient F—, quelle-que soit la planéte, le

calcul du logarithme de ce quotient suffit; il est pourtant intéressant d’avoir une
valeur de ce quotient et de noter, d’une planéte a une autre, de petits écarts qui
n’infirment pas la loi énoncée par Kepler dans son Astronomia Nova en 1619 (qui
était dédiée a Neper car Kepler avait utilisé la toute nouvelle invention des
logarithmes pour soulager ses calculs).

Remarque 2 : le schéma du calcul peut étre reproduit six fois; on peut aussi se
contenter d’un tableau en six colonnes, chaque colonne reproduisant la suite des
calculs pour la planéte considérée. Alors la derniére ligne du tableau permet la
comparaison des résultats et par conséquent la vérification de la loi.

Un calcul de traduction

Dans le calcul des propositions, en logique, deux systémes de notation sont utilisés;
I'un est anglo-saxon (AS), I'autre polonais (P) selon ’origine de leurs inventeurs.

Dans I:é_criture AS, les connecteurs logiques 4 deux places sont écrits entre les
propositions qu’ils connectent :

PAG; pVvg; p = q; p < q
et "1p (pour non p) seul connecteur 2 une place utilisé,
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Dans I’écriture P, tous les connecteurs, qu'ils soient & une ou a deux places
s’écrivent avant la ou les propositions connectées :

Kpq;  Apq:  Cpg:  Epq.
Il résulte de ces conventions d’écriture que les parenthéses dont I'emploi est

obligatoire dans I’écriture AS deviennent tout a fait superfives dans I'écriture P.
Exemple : I'écriture AS suivante :

(pv(gar) & ((pvag)alpvr)

devient en écriture P :

Np (pour non p);

EApKqrKApqApr.
Voici deux formules de De Morgan écrites I’'une en AS, 'autre en P :
prq) < ((p)v(Tlg)); ENApgKNpNg.

Probléme a paramétres
Un exemple nous en est donné par I’énoncé 3 : selon les valeurs de :

€0, w[U]m27],
le calcul du module et de I’argument de z ne se présente pas de la méme fagon. En

effet, on a obtenu :
=cos? T _ Pl o ¢
z—c052 [cos(2 2)‘!‘151[](2 2)]

dans laquelle on reconnait I'écriture z = p (cos 8 +i sin ) ou p est le module de z et 8

son argument; le module est un réel positif; ici cosg est différent de zéro mais peut

étre positif ou négatif; alors on distingue les deux cas :

1* cas :
=cos? e B
0<p<m |z|—c052 etarg z=5-3
2° cas :
3w
T<e<2w ]z|=—cos% etargz=7—§-

Remarque sur la suite de cet énoncé : quand on a calculé module et argument de z, le
module et I’argument de z’ =-s%n déduisent facilement. On peut donc étre tenté

d'utiliser tous ces résultats pour répondre 2 la deuxiéme question qui est du domaine
géométrique. Or, il est plus simple de remarquer que les coordonnées cartésiennes de
M, d’affixe z sont, quel que soit ¢ :

=sin® cos®
x=sin5 cos3



el ) : @
y= =cos’ ]

(avec x et y différents de zéro) soit par élimination de ¢ :

X+y*—y=0 (x#0 et y#0).
Donc lorsque le paramétre ¢ varie, M décrit le cercle dont on vient d’écrire
I'équation a I'exception du point origine des coordonnées.

Le calcul des coordonnées de M’ conduit au dernier résultat demandé; mais je laisse
au lecteur amateur des «belles transformations géométriques » le soin de trouver la
transformation qui échange M et M'.

Autre remarque : pour avoir une idée des ensembles décrits par M et M’ on a aussi la

ressource de construire avec précision les figures dans deux ou trois cas particuliers.

Technique de «bricolage » qui ne donne aucune certitude mais qui permet d’éliminer

ges idées aberrantes (par exemple, celle que M décrirait une droite ou une portion de
roite).

——Et s’il y avait plusieurs parameétres? Pour savoir ordonner la discussion, il suffit de
rappeler celle de I'équation du premier degré a coefficients réels i résoudre dans les
réels :

ax+b=0 ax=—b.

v

I - b
Cas(1): a#0, il existe une racine réelle et une seule -

,{Cas@__} a=0, ce cas se subdivise en :
(xCas 2.1. :
NCas 2.2.
— Autre exemple :

écls(a -
T b d)

b#0, I'équation n’a pas de solution;
: b=0, tout x réel est solution.

I’endomorphisme f du vectoriel défini par la matrice a coefficients

"Cas 1): le déterminant I b dl#O alors f est bijectif, c’est un automorphisme;
‘Kerf {ﬁ} et Imf=R"

CasZ b a’

2 a ; ; . 5 .
transformés en les vecteurs (b) et (2) respectivement et 1'annulation du détermi-

=0 ce qui signifie «les vecteurs ((])) et (?) de la base canonique sont

nant précédent exprime que les deux vecteurs obtenus sont linéairement dépendants;
alors trois cas :

Cas 2.1.

vectorielle de vecteur directeur (ba); le noyau de f est la droite vectorielle d’équation

: aucun des deux vecteurs obtenus n’est nul; I'image de f est la droite

ax—cy =0 de vecteur directeur (_Z).
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Cas 2.2. : le vecteur (;

vectorielle ayant ce dernier vecteur pour vecteur directeur; le noyau de f est la droite
vectorielle d’équation y =0; ce cas 2.2. est donc un cas particulier de 2.1. 1l'y atn

)est nul, le vecteur ( 1) ne I'est pas; I'image de f est la droite

a / T
autre cas particulier semblable si (b) n’est pas nul alors gue {d) I'est. o
Cas 2.3. Si les deux vecteurs sont nuls, c¢'est-a-dire si les quat re coe fficients de la
matrice sont nuls, I'image de f est le seul vecteur nul et le noyan de f est le vectoriel

tout entier.

¥ Calculs d ’intégration

Commencons par deux rappels™=

Un clan C est une famille de parties d’'un ensemble E telle que :

—

I. La réunion de deux parties de E qui sont éléments de C est un ensemble du clan;

La différence de deux ensembles du clan est un ensemble du clan. On remarque
alors que si X et Y sont des ensembles du clan] XNY=X \ Y (ou Y° est le
complémentaire de Y dans E), donc si X et Y sont des ensembles du clan leur
intersection est un ensemble du clan.

Une mesure m de Jordan définie sur le clan C est une application de C dans [R" telle
que . —

mXUY)+mXNY)=m (X)+m (Y).

— A partir des fonctions en escalier, des fonctions affines par morceaux, on définit
alors une mesure de Jordan des aires limitées par une portion de I’axe des abscisses,
deux droites parallgles 4 I'axe des ordonnées et un arc du graphique de la fonction f.

— On démontre alors (si a et b sont les abscisses des'deux droites paralléles a 'axe des
ordonnées et si {fx €[a, b] f (x) =0, une mesure de la surface ainsi définie est donnée
par la formule :

[ 10 ax=For-F@

ol F est une primitive de f c’est-d-dire Yx E[a, b] F'(x)=f(x).

—Le calcul de l'intégrale définie (la notation précédente) passe donc en général par
celui d’une primitive F de la fonction f; cette primitive est encore dite «intégrale
indéfinie de f et notée :

F(x)=[ fx)dx+k

(k constante réelle arbitraire).

Vous aurez donc intérét & réunir sur une fiche du F.P., sur une colonne des
fonctions, sur la colonne de droite leurs dérivées (pour celles qui sont dérivables); en
lisant la fiche de droite A gauche, on passe d’une fonction a une de ses primitives.
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Exemples :
fonction — dérivée
n#¥0 x" nx"" -
sinx cos x =sin (x+§)

primitive <«— fonction.
S . _d.\' s e N d.k‘_ R L =
Ecrire dlnx—T équivaut a T—lnx+k sachant que I’écriture Inx =Logx

désigne le logarithme népérien et suppose x>0.

Pour intégrer (calculer une intégrale indéfinie ou finie), en plus de I’utilisation du
petit lexique de primitives, vous devez connaitre le procédé de I'intégration par
parties : puisque, u et v étant deux fonctions différentiables :

udu=d(uv)—vdu,[udv=uu—j vdu+k.

L’énoncé 2 (voir p. 28) propose en seconde partie ce mode d’intégration et avec un
logarithme sous le signe somme, vous ne disposez pas ici d’autre moyen :

Il

u=Logt du %
t

dv=dt v=
f Logtdt=t Logt—j dt+k=t Logt—t+k
[ Logt df =X Log X—1-Log 1~ (X—1)=X Log X-X+1.

Jouvre ici une parenthése a ne pas lire si on refuse de jeter le moindre coup d’ceil sur
ce qui n’est pas le programme de la classe. Par un souci légitime de ne pas surcharger
les programmes, on n’y a pas inscrit I'intégration par transformation dite vulgaire-
ment « par changement de variable »). Je 1a donne pourtant ici en pensant qu’elle peut
vous aider 2 sortir d’une situation difficile éventuellement.

g est une fonction admettant une dérivée continue sur [a,b] telle que a<t<b
C’l_'lll‘alfle A<g (t)%Bpu A et B sont deux réels tels que A<B (g est donc bornée sur
I mtE:rv;;}Ic consideré); f est une fonction continue sur [A, B]. Alors, pour tout
u€la,b] :

B(u)

L J@ds=["gofm g at=[ 1@myz

'yt

et en particulier :

k(b)

Lo 6= [ 1emg o

!.f Calcul des probabilités

i
!
|
|

LES BASES DES MATHS

Voici un exemple de I'utilisation de cette méthode : calcul de I'aire d’un quart de
cercle de rayon r et de centre A.

A H

AH=uHM=V7r —u’, aire AHMCA=j Vri—x*dx, aire ABCA=J Vri—x’dx
0 0

soit posant x =r cost, dx=—r sint dt :

r 0 T 2§ mr
f vri-x? dx=f{ rsint (r sint)dt=r1f sin’t dt=%f (1—cos2t) dt=‘;r .
0 o - 0

Vous me direz que ¢a ne vous apprend rien et que vous n'avez pas attendu la lecture
de cette page pour connaitte la formule de I’aire du cercle. Aussi bien je me dépéche
de fermer cette parenthése et vous me promettez de n’en rien dire a personne!

Les probabilités constituent un chapitre un peu a part dans les programmes puisque
c’est le seul qui, délibérément, traite un sujet de mathématiques appliquées (a moins
qu'on ne considére aussi le chapitre de cinématique comme une partie de la
mécanique et par conséquent comme des mathématiques appliquées). En tout cas,
que ce soit pour cette raison ou pour une autre, les problémes de probabilités ont
mauvaise presse chez les éléves. En fait, il y a toujours un sujet qui fait
«croquemitaine ». Jadis, c’était I’arithmétique; aujourd’hui les « probas » ont pris la
reléve, sans raison véritable : vous savez bien que Croquemitaine est un mythe.
Alors, en passant en revue des aspects importants de ces éléments de calcul des
probabilités, faisons-le rentrer dans sa boite!

@L'a.\’iome 1. Dans toute situation qui ressortit au calcul des probabilités, on

retrouve : un ensemble d’événements élémentaires ou épreuves (qui est un ensemble
fini dans les conditions du programme); cet ensemble E est encore appelé espace des
épreuves. Un événement est une partie de E; espace des événements, noté
s = (E)=2F, I'espace des parties de E est un clan au sens donné plus haut i ce

| VR

—
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L'espace £ des événements est probabilisé ssi on a défini une application p de s sur
I'intervalle [0,1] des réels telle que :
p:A& — [0;1]
X — pX)
p(@)=0, pE)=1, pXUY)=pX)+p (X)-p(XNY).

On peut donc remarquer en passant que la probabilité est une mesure de Jordan
définie sur le clan des événements.

\j:\Sur une difficulté. Le Chevalier de Méré trouvait qu'avec trois. dés, il deyait ét{e
aussi probable d’obtenir un total de 11 ou de 12; pour obtenir 11, il concevait les six
épreuves suivantes :

6,4,15; 6,3,2; 5.5,1; 5,4,2; 5,3,3; 4,4, 3;
pour obtenir 12 les six épreuves suivantes :
6,5,1; 6,4,2; 6,3,3; 5,5,2; 5,4,3; 4,4, 4;

alors que sa grande expérience du jeu de dés I’amenait & penser p (12)<p (11). Pascal
lui expliqua son erreur en imaginant trois dés de couleurs différentes; un tirage tel
que 6, 4, 1 peut étre obtenu de six fagons différentes (il y a six permutations de six
objets); 5, 5, 1 peut étre obtenu de trois fagons différentes seulement et 4, 4, 4
d’une seule facon. La description donnée par Méré n’est pas-celle de I’espace des
épreuves : le cardinal de E est 6% le cardinal de I’événement «tirer 11» est
6+6+3+6+3+3=27; celui de I’événement «tirer 12» est 6+6+3+3+6+1—25

soit, toutes les épreuves ayant des probabilités égales, p(ll)———O 125 et

pm)_—i_o 116 (admirons en passant la sensibilité de Méré ou son intuition).

d L’axiome 2. A et B sont deux événements et p (A)# 0; alors la probabilité de B si
A est réalisé, ou « probabilité de B si A » encore dite probabilté conditionnelle est :

8)-eagp

De cet axiome, sont tirés un grand nombre de résultats et de formules utiles :
@ Formule des probabilités composées p (ANB)= p( )p (A).

o Indépendance en probabilité des événements A et B (ou indépendance stochas-

tique) :
B
p(;)=p(B) ou p(%)=p(A)
donc aussi bien pP(ANB)=p(A)-p (B).
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i formule je Bayes donne :

|

e Formule de Bayes :

p(R)r @
. (-2
St P\B p(B)

Cette formule est particuliérement intéressante lorsaue A
fion de E; on dit alors que {A,, A, ..., Aa} €5t Un systeme com '\lul d’événements; la

A__est une n'\r[i-

p(ﬁ)= p(Agl)'p(A)
B (B)p(A)+ +p(B)p(A)

Un exemple d'utilisation de la derniére formule : 100 cobayes sont traités par I'un ou
'autre des trois produits A,B,C; 50 cobayes regoivent A, 30 recoivent B et 20
regoivent C. On sait par ailleurs que A déclenche la maladie M dans 25 % des cas, B
dans 60 % des cas et C dans 10% des cas. La probabilité d’avoir la maladie M si A a

été absorbé est notée p (M) 0,25; de méme, p (1\]/3[) 0,6etp (%) =0,1. Un cobaye
s’échappe; on le rattrape et il est malade. Quelle est la probabilité qu’il soit malade

- par absorption de A?

p(X)p @

p (M) p(A)+p (M) p(B)+p (M) p (C)

/3)-

:IU'

Variables aléatoires. Une variable aléatoire X est (contralrement a ce que son nom

suggére) une application de I’espace probabilisé des événements 4 dans I’ensemble
des parties de IR :

X: 4 — 2F
A — X(A)=B
cette application étant telle que la probabilit¢é de B, notée p "(B) est égale a la
probabilité de I'image réciproque de B dans /£ par I’application réciproque de X.

Exemple classique de la variable aléatoire de Bernouilli : dans une urne, il y a b
boules blanches et ¢ boules noires. Si on tire une blanche X =1, si on tire une noire
X =0. On effectue n tirages successifs et on calcule Y =X,+ Xo+...+ X, ; autrement
dit Y est le nombre de blanches obtenu en n tirages. Notons (2) le nombre des

combinaisons de k lettres prises parmi n lettres; la probabilité d’obtenir k boules
blanches en n tirage est :

p(Y=k)= (Z) akpr
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en posant : . ) L’utilisation de ses

a=pX=D=3=; B=rip" connaissances

En voici une application : par des méthodes statistiques (qui ne sont pas discutées ici)
on a trouvé que 38% des personnes d’une certaine population fument du tabac. Si
vous prenez un nom au hasard dans la liste des membres de cette population, la o o 4,
probabilité qu’il soit fumeur est 0,38, 1a probabilité qu’il ne le soit pas 1-0,38=0,62. « A science 2 said (o be useful if its

Dans une assemblée de 37 personnes recrutées dans cette population, la probabilité devlopnienln t22:5 (o accentuate the

pour qu’il y ait 13 fumeurs est : existing izeqi i in the distribution
of wealth, or more directly promotes the

p2=13=(}3) 033" 060" destruction of human life.
G.-H. Hardy 2

Z est une variable aléatoire de Bernouilli et cette formule en donne la probabilisation.
« Les mathématiques sont des inventions

\ ﬂ Vous devez compléter ce trés bref apercu sur les probabilités : des notions utiles : ; :

" ‘ ¥ / . ’ ’ - \ 2 )]

\&\ “onction de répartition, espérance mathématique (2 rapprocher avec le calcul sert'rl,:?: ts;lbtt'éesa‘;’t‘ lg::gfe[';:eg; r?ezz:i](:tu'z
\\\ barycentrique), etc. Votre F.P. est la pour ¢a. faciliter tous les arts et diminuer le

travail des hommes. »
1 René Descartes

% e E En dehors de I'intérét qu’on peut trouver a les développer pour elles-mémes, les
mathématiques sont-elles utiles?

| La place manque ici pour examiner la question sous tous ses aspects. Je me contente
de proposer la confrontation des citations de Descartes et de Hardy, en rappelant
quelques dates.

1. Descartes a vécu dans la premi¢re moitié du XvIr* siécle; des géométres qui étdient
ses contemporains, La Hire et Roberval par exemple, s’intéressaient beaucoup aux
mécanismes alors que 1’ére du machinisme était encore a venir. .

2. G.-H. Hardy (1877-1947) est un grand mathématicien anglais spécialiste de la
théorie des nombres; il a écrit un ouvrage de réflexions sur le travail du
mathématicien, « A mathematician’s apology »; 1a phrase citée plus haut a été écrite
en 1915 et non, comme on pouvait étre tenté de penser, au lendemain d’Hiroshima...

Utiles ou non, les mathématiques, saurons-nous utiliser celles que nous connaissons?

Ce n’est pas un probléme simple. On peut accumuler des connaissances et ne pas
savoir s’en servir comme ces animaux toujours soucieux d’accumuler des réserves et
mourant de faim sur leurs greniers dont ils ne savent pas retrouver la porte.

Probléme de transfert. Dans une théorie mathématique, les définitions et les axiomes

ont été obtenus par abstraction a partir du réel; il y a eu simplification pour construire

un modele qui est une fiction, le résultat d’un travail de I'esprit. Maintenant, on

revient devant la réalité qui dépasse la fiction comme on dit 4 juste titre : comment

transférer ce que vous savez étre vrai pour le modéle mathématique dans ce qui est la

[ réalité non simplifiée? Dans le schéma de I’activité mathématique présenté p. 5,
c’est la phase «concrétiser», symétrique «d’abstraire». Pas plus facile.
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LES DASES DES MATHS

On se limitera & quelques exemples.

Dans les sciences de la nature, il existe une pratique déja longue de la mathématisa-
tion. Surtout en physique et en chimie. Mais aussi dans les sciences de la vie. Ily ale
cas exemplaire de I'astronomie. ‘

Dans les sciences humaines, la mathématisation est une pratique plus récente. Ce nc
sont pas les mémes connaissances mathématiques qui sont utilisables en linguistique
et en physique. Importance, ici de la combinatoire.

Dans les sciences de la nature

La mathématisation de la géométrie et de la mécanique est si ancienne que tout ce qui
concerne la premiére est devenue partie de la mathématique elle-méme et que
I’enseignement de la seconde reste partagé entre les professeurs de physique ou de
mathématique (sauf a I'université ol la mécanique a son autonomie).

En géométrie, les difficultés se situent au niveau théorique, quand on réfléchit a la
nature des axiomes et des définitions. Dans la pratique, on sait bien qu’en parlant de
droites on ne peut, dans la réalité, que concevoir des segments ou parfois des
demi-droites. De méme pour les plans : un plan physique n’est jamais illimité; on y
considére pourtant comme vrais presque tous les théorémes de la géométrie
euclidienne.

Presque tous et c’est dans ce presque que résident les difficultés du passage de la
géométrie axiomatique a la géométrie physique et vice-versa.

Dés qu’elle s’est constituée en science, au XVII siécle, la mécanique a utilisé des
mathématiques tout en provoquant d’immenses progres de celles-ci : les méthodes
analytiques en géométrie, le calcul différcntiel/en analyse.

Pour illustrer ces propos, voici deux problemes :

— Moment d’inertie du plateau d’un tourne-disque. On suppose ce plateau homogéne de

masse m, de rayon r; on néglige la masse de 1’axe d’entrainement. Si le rayon était x
(compris entre 0 et r) Je moment d’inertie serait évidemment fonction de x et la
différentielle pour x de ce moment d’inertie serait :

di=x*dm

ou dm est la différentielle de la masse (ou encore la masse d’un anneau de largeur
dx); soit dm =2 wAx dx, A étant un coefficient de masse volumique. Finalement:

dI=27A x*dx.

On obtient le moment d’inertie cherché I par intégration :

r 4
I=L 2mAx’ dx=21r)l%

et comme wAr*=m, I=%mrz
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— Probléme du chien. Exemple de mise en équation conduisant a une équation

différentielle. Sur la route Ax, un chasseur part de A et marche a la vitesse uniforme
v: il siffle son chien qui est en D sur la perpendiculaire en A a Ax et a une distance
¢=AD. Le chien court vers son maitre avec une vitesse uniforme w; le vecteur
vitesse du chien est toujours dirigé vers le chassenr. Lo probleme est d'étudier la
trajectoire du chien.

Les coordonnées x et y du chien a I'instant £ 50
vitesse du chien a pour norme w et pour ceor
rapport au temps; de plus les vecteurs CM et (

; du temps. Le vecteur
‘‘rivées de x et y par

A M e
W

Cc

E‘quations -
AZ_Y (exprime la colinéaritd)
x"+y?=w?  (norme de la vitesse du chien).

En chimie, on a longtemps prétendu que «larégle de trois suffit ». Il est vrai que pour
les premicres régles de combinaison des corps simples, les applications linéaires sont
les plus utilisées. Raison de plus pour les considérer comme telles et éviter les
stupides «raisonnements de régle de trois ». Et puis ne pas croire que la proportion-
nalité suffit & résoudre tous les problémes de chimie.

En biologie, statistique et probabilités jouent un role important. On en a vu un
exemple p. 65 avec une utilisation de la formule de Bayes. L’étude des formes
demande aussi des connaissances de géométrie; pensez aux symétries des cristaux
aux axes de répétition des échinodermes...

En astronomie, toute la partie mécanique est mathématisée; c’est méme cette
mécanique céleste qui a été & lorigine des progres généraux de la mécanique avec
Newton. Les techniques modernes de calcul ont transformé les perspectives : des
calculs trés longs qui ne pouvaient pas &tre envisagés deviennent possibles : grice
aux satellites artificiels, la mécanique céleste est devenue une science expérimentale
compléte donc fortement mathématisée. Enfin statistique et probabilités intervien-
nent en astronomie stellaire : on n’étudie pas une étoile mais des populations
stellaires et parmi elles des spécimens représentatifs. Les modeles d’étoiles qui en
décrivent le rayonnement utilisent des théories savantes de la physique des quanta
donc beaucoup de mathématiques.
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Dans les sciences de ’homme

Si je n'ai pu donner que de bréves indications sur I'utilisation des mathématiques
dans les sciences de la nature, je crains d’étre encore plus superficiel pour les
sciences de 'homme. Je m’efforcerai de dégager quelques caractéres des mathémati-
ques utilisées en sociologie, en psychologie, en linguistique.

La plupart des ensembles considérés sont finis; il y a beaucoup d’éléments, leur

A~ | dénombrement est parfois difficile mais on est assuré a priori d’avoir affaire a des m

structures finies. De 1a I'importance de la combinatoire, des relations classificatoires
(relations d’équivalence), et des relations d’ordre (qui permettent des rangements).

Le permutoédre 2 24 sommets. Il représente les 24 facons de ranger les quatre lettres
de ’ensemble {a, b, c, d} pour en faire une liste. Il y a 24 listes possibles; exemples
(abed), (bacd), (abdc), (achd); on passe de la premiére liste 2 la deuxiéme par
permutation i des deux premiéres lettres, de la premiére a la troisiéme liste par
permutation j des deux derniéres lettres, de la premiére a la quatriéme liste par s
permutation k des deux lettres du milieu. De chaque sommet du permutoédre qui
r_eprésent: I'une des 24 listes, partent trois traits représentatifs des trois permuta
tions i, j, k.

abcdbadc bdac bdca
P e e =« @

(Pour la commodité de l'impression, le permutoédre a été dessiné dans le plan; on peut le réaliser
~ dans Pespace : un polyédre dont les faces sont des carrés et des pentagones réguliers.)

Autre exemple de ’adaptation aux sciences humaines des définitions et des calculs sur
les applications injectives ou surjectives d’un ensemble E (a n éléments) dans un
ensemble F (4 p elements). Soit :
¢:E — F
X > y=g¢(x).

Pour tout x, élément de E, ¢ a une valeur y qui est élément de F. Dans F, I'image de
¢ soit ¢_(E), est le sous-ensemble des éléments de F qui ont un antécédent au moins :
¢ réalise une sélection dans F (les éléments 2 antécédents, les éléments sans
antécédent). Cas particulier od il n'y a pas de sélection : I'application ¢ est
surjective, ¢ (E)=F.

Soit y, un élément fixe de I'image; a y, correspond dans E le sous-ensemble de ses
antécédents; ce sous-ensemble est I'image réciproque de y, qu'on notera ¢, (). En
prenant les images réciproques de tous les éléments de I'image, on définit :

1. L’application réciproque de ¢ qui est une application de ¢_(E) dans I'’ensemble
des parties de E.

2. Une partition de E puisque deux éléments de E sont dans.la méme classe
(modulo ¢) si et seulement si ils sont antécédents du méme élément de 'image.
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Enfin, cas particulier : I'application ¢ est injective si et seulement si chaque classe de
la partition précédente ne contient qu'un seul €élément.

Réaliser une sélection dans une population donnée, réaliser une classification dans
un ensemble donné sont des actions qui vont de pair (sélectionner dans Iarrivée,
classer dans le départ).

Une récurrence célébre permet de dénombrer lications injectives de E @F
(n éléments dans E, p éléments dans F et g <p)

Soit y, un élément déterminé de F. Dans I'application injective ¢, ou bien y, n’est pas
élément de I'image ou bien il est élément de I'image. Parmi les 1(n, p) applications
injectives de E dans F, il y a donc deux classes & dénombrer séparément. Les
premiéres sont des applications injectives de E dans F {yhilyenal(n,p—1).
Les secondes, si on extrait y, et son antécédent x, sont des applications injectives de
E < {xJdansF \ {y}etilyal(n—1,p—1)injections de cette sorte; maisily an
fagons de choisir x, comme antécédent de y,; soit en tout n 1(n—1, p —1) injections
de la seconde classe. La formule de récurrence sur le nombre des injections s’écrit :

(pourvu que n<p—1) I(n,p)=I(n,p—N)+nl(n—1,p—1) (i)

Connaitre I(n,p) permet de calculer (ﬁ) c’est-a-dire le nombre de parties a n

éléments pris dans un ensemble a4 p éléments; il suffit d’effectuer toutes les

permutations possibles sur les n éléments :

(p)=M.

n n!

La formule de récurrence (i) devient par division par n!

A=)

(n n * n—1 O

ol I'on reconnait la formule du triangle arithmétique encore dite du triangle de Pascal
(bien que Fermat semble bien étre le premier 4 I’avoir étudiée).

On pratique de méme pour dénombrer les applications surjectives de E@ur)F; ce qui
exige, cette fois,(n 2p> Lol O

Soit un élément x, TTxédans E; 2 partir de x,, il y a p fagons de choisir y, dans F. Ou
bien x, est seul antécédent de y, (seul dans sa classe de la partition E/¢ définie par
¢), ou bien il r)'est pas seul. Le nombre total S (n, p) des surjections de E sur F est
encore partagé en deux classes. 1l y a S(n—1,p—1) surjections de la premiére
classe, surjections de E \ {x} sur F \ {y.}; il y a S(n—1,p) surjections de la
seconde classe, surjections de E \ {x,} sur F. Au total :

sin=1=p  S(n,p)=p[S(h-1,p-1)+S(n—1,p)]  (s) .

Chaque surjection ¢ de E sur F réalise une partition E/¢ de F, c’est-a-dire une
partition d’un cnsemp]e an €léments en p classes. Par permutations sur les p
€léments de F, on obtient toujours la méme partition alors que ce n’est plus la méme
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surjection. Le nombre S (n, p) des surjections de E sur F et le nombre des partitions
de n objets en p classes sont donc liés par la formule :

_S(n.p)

P Top)=>75

La récurrence (s), par division par p! donne ol
nombres de partitions :

n,p)=Nn—-1,p=1+p {{{a—-1 2 ()

‘a formule de récurrence des

encore appelée formule du triangle de Stirling. Vous porrez (aciiement en déduire le
tableau des valeurs pour n et p petits, comme vous |'evez deja fait pour la formule du
bindme en utilisant le triangle arithmétique.

=
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L’information et la
communication_ . |

«Il faudrait avoir tout lu la plume a la
main, et je n’ai pas tout lu. »

Littré

‘\
— \
| Dans cette bréve et derniére partie du livre)\nous donnons quelques conseils

| pratiques. Les premiers sur les maniéres de s{informery d’accroitre ses connais-

- J | sances. 4
! '\ D’abord(liré) de bons textes-et de bonne fagon.

- | Ensuite @'\pe fagon utilisable.

| Quelques conseils bibliographiques,orienteront vos lectures.

D’autres conseils pratiques sont relatifs au besoin qui est ]
de tout étudiant et de tout mathématicien :(fai
" |des pairs ce que vous avez pensé, construit,

-

¢ | Communiquer pa pour cela il faut rédiger.

\, | Communiquer(oralement; Jcomment préparer et réaliser un exposé oral.

LA s

otre comme il est celui
a des examinateurs ou a

Lire et prendre des notes

Choisir un texte : tenir compte de la longueur du texte et de sa difficulté. On débutera
par des textes courts (quelques pages) et d’un niveau correspondant 4 la Terminale.
Avec un peu d’entrainement, on abordera des textes plus difficiles.

] .Je conseille une lect'gre en plusieurs temps : la(Er emicre)assez rapide et complete,
«/J|sans retour en arriere; une- &>plus lente, Ta plume 4 la main, avec
pauses-dictionnaire, retours en arriére si nécessaire et_qui_doit conduire a une
 comprehension_profonde (c’est-a-dire la rédaction ur C.-J) d’un résumé trés
_complet); ungtroisiemeylecture, rapide celle-13, pour vérifier I’eXactitude du résumé.

\Trois remarques. =5

] @Sl‘lr le livre lui-méme, n’écrire qu’avec un crayon; mais souligner des mots,
?”"f]f"'mlcr des paragraphes, ce qui peut vous aider & pénétrer dans un texte un peu
5 touffu.

s
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l @ Noter soigneusement les renseignements bibliographiques donnés dans le texte
Tui-méme ou en note marginale-: la meilleure bibliographie est celle que vous ferez

ivies, un mot, une notion restent pour
du obscur et posez la question 2

vous incompris, notez soigneusement le pa
=~ zgit-il d’une notation que vous

un camarade ou a votre professeus. Peut-2
ignoriez.

[ @) Si malgré vos recherches dans d’autres
|
|
|

7ios oo en sulvant une conférence. Ne
: i znregistrement au magnéto-
i ‘s notes sont une sélection
o comment) : apprendre a dégager,
‘gsi porter une attention soutenue

On prend des notes au cours d’une leciurz i3
pas croire que des techniques modernc: 71
phone), évitent de «prendre des no
réalisée rapidement (cela ne veut pas dirs i
dés lecture ou a I'audition, ce qui est impoeriant.
au texte ou au cours.
Le support idéal pour ces notes est le Cahier-Journal (C.-J.); en titre, la date, le lieu
! et les circonstances. Ecrire briévement (au besoin avec des abréviations) mais avec
précision; en particulier, relever exactement définitions, hypothéses, énoncés de
' théorémes, repéres importants dans une démonstration compliquée. Au contraire, on
1 peut abréger les calculs (on pourra les reprendre en détail lorsqu’on relira ses notes).

| toujours claire et aérée (pour permettre corrections ou additions).
‘ @es notes : les relire, les corriger, les compléter par des

Enfin ne pas oublier 20
exercices, en tirer une ou plusieurs fiches pour le F.P., etc.

Les sources d’information

Voici quelques titres de livres que vous consulterez d’abord dans la bibliothéque de
votre lycée (qui devrait les posséder). Vous voudrez vous en procurer certains; ces
titres vous donneront I'idée d’en consulter d’autres...

Sur Pheuristique

1. Georges Glaeser : Mathématiques pour P’éléve-professeur (204 p., éd. Hermann).
Lisible par un éléve de Terminale qui y trouvera des idées précieuses sur
I’heuristique, le vocabulaire, la logique, les ensembles...

2. Georges Polya : Comment poser et résoudre un probléme (220 p., éd. Dunod). Un
grang classique américain vraiment a votre portée. BiQG OT"‘GQUE 8 /

3. Jacques Hadamard : Essai sur la psychologie de P’invention dans le domaine
mathématique (134 p., éd. Gauthier-Villars). (Buvre d’un grand mathématicien a
consulter avant toute réflexion philosophique sur la nature de la découverte en
mathématique,

Dictionnaires

4, Les mathématiques, (544 p.) un dictionnaire du savoir moderne, utilisable au
niveau de la Terminale.

l
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5. André Warusfel : Dictionnaire raisonné de n.lathématiqu’es (516 p., éd. du Seuil).
Ecrit pour les éléves de Mathématiques Supérieures ou début des études universi-
taires.

Lectures en marge de la Terminale. (En marge ne veut pas dire superflues)

6. Jean Itard : Arithmétique et théorie des nombres, Les qombres premiers (éd. PUF)
Deux « Que sais-je?» n* 1093 et 571, recommandés et a lire dans I’ordre indiqué, pas
celui des numéros.

7. M. Barbut et autres : Mathématiques élémentaires (2 vol., 572 et 342 p., éd. PUF).
Spécialement pour les études de sciences humaines.

8. T.-J. Fletcher : L’algébre linéaire par ses applications (320 p., éd. CEDIC).
Magnifique illustration de ce qui est suggéré a la p. 67. Et c’est écrit par un maitre
Anglais et adapté en francais par M. et V. Glaymann.

9. André Myx : Modeles finis (107 p., éd. CEDIC). Lecture facile et instructive.

Problémes et divertissements

10. Claude-Gaspar Bachet : Problémes plaisants et délectables qui se font par les
nombres (244 p., éd. Blanchard). Un livre précurseur édité en 1612.

11. Hugo Steinhaus : 100 problémes élémentaires de mathématiques (186 p., éd.
Gauthier-Villars). Un classique contemporain, traduit du polonais.

12. André Deledicq : Mathématiques buissonniéres (288 p., éd. CEDIC). Tout
nouveau, tout beau.

Histoire des mathématiques

13. P. Dedron et J. Itard : Mathématiques et Mathématiciens (342 p., éd. Magnard).
Spécialement écrit pour les grands lycéens.

14. llli§toire ge:anérale des sciences dirigée par René Taton (4 vol., éd. PUF). Ouvrage
de référence a consulter en bibliothéque; savoir utiliser ses index.

Rédiger et exposer

Les rédactions ont constitué des épisodes importants de la recherche. Nous
considérons maintenant la mise au point de la rédaction finale.

Nous devons savoir répondre aux deux questions suivantes.

1. Quoi écrire? Lg rcgherche est terminée; des rédactions d’essai ont permis de
L]

cerner ]?_contenu a presenter et d’en dresser le plan (le plus simple est le meilleur,

méme s'il est banal : comme Cyrano, vos élégances, ayez-les moralement!)

2. Aqui le texte s’adresse-t-il? L’allure impersonnelle d’un texte mathématique n’est
pas exc!_uswg d une adequatlop du style a I'auditoire visé. Importance ici de ce qui
restera implicite : ne pas croire que vos notations sont universelles et que votre

lecteur connait tout votre passé d’étude. Mi é & écisi
1 . Mieux vaut
gue par défaut. pécher par exceés de précision
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Quant  la présentation matérielle, il faut toujours la soigner; savoir aérer son texte
(grouper ses phrases en alinéas, séparer les alinéas); renvoyer clairement a des

figures, a des tableaux numérotés.

Tout dire, ici, consisterait & rédiger a votre place. Je me contente de deux remarques.

1. Un plan de plan.

a) Introduction : rappel ou résumé
d’une situation donnée 2 partir de
laquelle une question est posée.

b) Exposé des intentions : que se
propose-t-on de trouver, de démon-
trer ou d’étudier? Quelles théories
ou quels théorémes seront invo-
qués? Quelle méthode sera suivie?

¢) Réaliser ces intentions en détail-

2. Mots et symboles.

Savoir user des -symboles et du
sz formalisé pour éclairer la

tion, non pour «étonner le

hourgeois » avec des notations éso-

térigues. Exemple : la fonction

"—ll est définie pour

xER \ {;1.+l}; on peut dire
aussi bien pour tout réel différent
de +1etde —1.

‘xw‘—l
x — In

lant les explications autant que
nécessaire mais sans abus.

d) Conclure en formulant comple-
tement et clairement le résultat (au
besoin en encadrant une formule,
une valeur numérique). Eventuelle-
ment, on formule quelque nouveau
probléme que la solution trouvée
suggere.

Comment exposer?

Il n’y a pas que les professeurs qui aient 3 exposer oralement une théorie
mathématique ou la solution d’un exercice. L’étudiant aussi aura parfois a présenter
un exposé oral; le candidat A un examen aussi dans les épreuves orales. Mieux vauty
penser d’avance et s’y préparer.

Premier principe : un exposé se prépare. L’improvisation est difficile et, dans le cas
présent, elle serait périlleuse. Des notes écrites, trés détaillées pour le début,
précisant bien le plan & suivre éviteront aux auditeurs 1’ennui d’écouter une lecture
monotone et & vous de vous égarer hors du sujet ou de vous perdre dans ses
traquenards.

Second principe : parler. Sous prétexte qu’en méme temps il est commode d’écrire
au tableau, ne pas se dispenser de tout dire, a haute voix et clairement. Sans crier,
mais sans murmurer non plus : savoir poser sa voix, selon que vous parlez devant
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cinquante personnes ou devant un seul examinateur. Sachez accepter les interrup- !
tions et répondre aux questions ou aux objections (les avoir prévues). Sur le tableau,
€crire méthodiquement du haut & gauche au bas i droite. Aprés une interrogation,
effacer le tableau en pensant au candidat ou & I'orateur suivant.

Enfin, de multiples questions de comportement peuvent se poser. Evariste Galois
envoya le chiffon de craie a la téte de. ’examinateur lors du concours de
Polytechnique; ce qui n’a pas empéché Galois d’étre un génie mais ce qui lui ferma la
porte de cette école...

Les maux de la fin

Cette anecdote, qui doit étre vraie, je la prends pour motif de la conclusion de ce
livre. Pourquoi, pour quoi faites-vous des mathématiques?

Tous les buts sont possibles et justifiables au bout du compte. Acquérir tel diplome,
réussir le concours d’entrée dans telle école, obtenir la possibilité d’exercer telle
profession de votre choix. Appelons cela la fin utilitaire. On peut aussi faire des
mathématiques par goit de la science, plaisir de chercher, de découvrir, de savoir.

Appelons cela la fin scientifique. I1 y a aussi ceux qui ne voient dans la mathématique

qu'un jeu et s’y livrent comme certains musiciens a tel merveilleux divertissement de
Mozart. Appelons cela la fin ludique.

table des matiéres

Ce que je vous souhaite, c’est de ne pas vous rallier plutdt 4 I’une qu’aux autres. Se Introduction . . . .. ...

limiter a'l’'une, quelle perte pour vous. Et je crains qu’alors vous ne succombiez un
jour sous les maux de la fin_unique.

A ceux des fins multiples,|

« Faire des mathématiques!» . . .

1 @ ( Les connaissances indispensables
)
el teaw ./ Sn:"/.// '

| ’(—iuelques principes pour |

.......
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Quelques techniques de

A propos des'(galculs

"L’utilisation de ses connaissances

.

L’information et la communication . .

O Y
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