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Avant-propos

L’étudiant qui prépare son baccalauréat ou qui prépare un dipléme
d'études supérieures est bien souvent arrété en mathématiques par
une définition mal comprise ou par une propriété mal assimilée. i
pourra alors, sans se perdre dans la prolixité d'ouvrages plus
importants, se plonger dans ce manuel qui a pour but de fixer des
connaissances couvrant celles qu'on exige dans les baccalauréats

scientifiques sans les figer dans le cadre d'un programme scolaire.

Les définitions sont suivies d’exemples simples facilitant leur
compréhension ; les propriétés sont rappelées en tenant compte des
divers enchainements, des commentaires accompagnent les principaux

raisonnements utilisés en mathématiques.

*  Un effort trés particulier a été réalisé dans la disposition du texte
et un systéme a été mis au point pour que I'utilisation pratique de ce
livre soit agréable et facile. Ce systeme est expliqué a la page

suivante...

u comme livre complémentaire pour les futurs ou déja
plus complet qu'un simple lexique, plus concis que les
anuel devrait répondre @ un besoin que jal

‘Cong

bacheliers,
ouvrages habituels, ce m

maintes fois constate. =
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\ CHAPITRE 1
' ¥ A g :
| - -’"v X o
2k NOTIONS FONDAMENTALES ~ =
T T o gt os et
O Eommentaue 1
J e PR SN -
! Les notions fondamentales se retrouvent en algébre, en analyse,
‘ . . \K en péométrie,..., 4 la maniére dont le sujet, le verbe et le
- ags V' d ¥ & =
PrlnCIPaux Slgnes tlllses 0 o complément se retrouvent dans les phrases d'un texte.
) Ces notions concernent plutdt la structure que le contenu.
1 ’/’ '.:-’. — .
l <l -.-.. == G AR 0-- ’-rf i' s ,.f
T ¢ pour les définitions fondamentales, )i 1° - ENSEMBLES. SYMBOLES. o]
\‘\w ?
- — ol
a<-€46p Y S 4 st 2 ' e, 8 :
P o) o pour les proprletes/ou |es\cie_flmt|oqs mpine importantes g . O Ensembles,/ielements d'un ensemble, réunion, intersection sont
g e B - S & supposés fonnus du lecteur.
e = S w B i 2
% pour les cas particuliers jmportants ou pour les remarque ' E o O désigne @ Jensemble vide, qui n'a aucun &lément.
o ¢ pour les ex;mplés/ 7 3 0 cﬁ@ e U, symbole de réunicn, se dit union ou aussi ou, dans le
' e - ‘% o ” sens "soit 1'un, soit l'autre, soit les deux 3 la fois".
O indique P, . g 4 e B N . T : i
q unpommentauﬁde "auteur s & F e [, symbole d'intersection, se it inter ou aussi et, dans
—— ix i A ; - -
.-."‘.’ : . . — 4 le sens "les deux 3 _la fois'. /\
' e e —a
indique les points lmpowd un paragraphe < ol .
= - W/\’. Ensembles disjoints : ensembles sans élément commun.
o e A et B sont disjoints lorsque : m

¢ Parties d'un ensemble E.
e Une partie de E est un sous—ensemble de E,

ou encore un en—

T =
l ) semble constitué par des éléments de E.

e e ¢ est une partie de E W(quel que soit E).

e E est une partie de E : la partie pleine (quel que soit E).

¢ Ensemble des parties.

% L'ensemble des parties de E se note Z(E).

toutes les parties de E, ¢ et E compris. 1

e P(E) est constitué de

G — e e =
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YrlExemple. Si E = {a, b, c}, on a:
) - {0, (a}, Do}, (e, (a0}, {areh, (BsehuB) Cand PUE )

. Complémentaire d'une partie A de E. S §
E - A, ou aussi EEAL/

e Le complémentaire de éﬁ{n_g_jﬁ se note
o E - A est constitué des éléments de E qui ne sont pas dans A.
< Ll (e B LA

!

¢ Symboles usuels.
e '"est élément de ...", "appartenant a ...

ce symbole s'emploie entre un &lément et un ensemble.
“est inclus dans ...", "est contenu dans ..."
ce symbole s'emploie entre deux ensembles.

"quel que soit ...", "pour tout ...’

ce symbole s'emploie en général devant un élément.

w < N

"il existe au moins un ..." =

ce symbole s'emploie en général devant un &lément.
L4 g * =
« >

"implique ...", "entraine ..."
"est logiquement Equivalent 3 ..."
¢ Négation.
h‘ .
® la négation peut se symboliser en barrant le symbole.
ﬁ';_zxemples:. P signifie "il n'existe aucun ..."
-& signifie "n'est pas élément de ..."

¢ Produit cartésien de 2 ensembles A et B. DR e

® Le produit cartésien de & et B se

dote AxB (on dit A croix B).

® A X B est un ensemble,

S0 o >
B a pour éléments tous les couples (a, b) tels que a soit

un éléme i o
Ot pris dans A, et b up €lément pris dams B, chacun ’{

de toutes les manigreg possibles, £ /(* = {_/o}%) /u‘ g "} LER

Exempler 51 A = {1, 4} ot si B=1{0,3,6}, ona:

i A B =10,0,0,3),01,6), 4,0, 4,3), (4,6))
Remarquey A x Se note aussi A2,

1 ’ il est constitué comme dans
€ cas général, 4 =

{1, 4} domne A% = {(1,1),(1,4), (4, 1) (4,0}

/

‘ Produit cartésien de 3 ensembles, de n ensembles.

® Le produit cartésien A x B x C est 1'ensemble constitué par
les triplets (a, b, c) oii a est pris dans A, b est pris dans B,

c est pris dans C, chacun de toutes les maniéres possibles.

O De méme pour A x A x A, qui se note aussi A’.
® Dans le cas de n ensembles, le produit cartésien est un en-

semble constitué de n=-uplets, d'une manidre analogue.

. Cardinal d’'un ensemble E.
® Le cardinal de E se note card E.

¢ card E est le nombre d'é&léments de E, il n'est utile que
s'il est fini (non infini) en pratique.
O éP}oprlétés . card(AUB) = card A + card B - card(AnB)
« card(A xB) = card A x card B
e« card ¢ = 0

2° - RELATIONS BINAIRES DANS UN ENSEMBLE E.

(5 7 B (Y E

-1 . Relation binaire. T cxe JNEE

Une relation binaire dans un ensemble E est une propriété ca-

i
| ractéristique que peuvent vérifier (ounon) les éléments de E xE,
£ -

W =
[ on symbolise en général une relation binaire par A .

g Exemple. Si E = {p, m, e,, e,} désigne une famille ol p repré-
LSRR | .
sente le pére, m la mére, e, et e, les enfants, et si A veut
dire'est enfant de ...", on peut écrire :

. el.‘%p, el.‘%m, ez%p, ez‘%m : car "c'est vrai".
. P‘%el ou aussi non(p:%el) car "c'est faux".

& ¢ Graphe d'une relation binaire dans E.
e Le graphe de .@(relation binaire dans E) est 1l'ensemble des

couples de E x E pour lesquels A est vérifiée.

R EExE) a5 )
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5 |
¢ Dans 1'exemple précédent, le graphe ‘est ] : ( X \ ‘;
{(el,p)’(ezsp),(e],m),(e,‘.,m)} 62/ 7 .)\0 - O on peut retenir / ORAT KOrd, Réfl, Anti, Trans). _
’ Propriétés possibles d’une relation binaire. ‘ﬁ&iﬁgple._' pans R,7T2 relation #définie par
- e Réflexivité : lorsque tout éiément vérifie la relation avec " ab signifie "a est inférieur ou égal i p"
; ' .
ey /"ﬁ\ a H eit une' relétlon d'ordre ; on la note <.
« A réflexive lorsque a@a ((ya€E) /A) Y O 'hdrdré('gdtaln)‘L'ordre (défini par une relation d'ordre 2 dans
e Symetne : lorsque # est vérifiée "dans AR ﬁz e b 3 E) est total, ou aussi E est totalement ordonnee par.@
g R syﬁétnque lorsque a@bébﬁﬂa ‘ €¢4‘ 5 '0 ﬁlorsqueﬂ:our tout couple (a b) de E2, 1’ ona a.//?b o) b.@a.

1. = | - u = =
trie. | ! —
i - A.nusyme = - //‘t/ o Ordre@-rt:.el De - meme, 1 ordre est partiel (ou aussi E est

\ « A antisymétrique lorque a&?b et 'b.@a > a = . -

partiellement ordonné par @) lorsqu'on peut trouver au moins
T T—— R ——— 7

tivité : propriété ressemblant 3 la relationde Chasles. —_
. Trans:. FEve B i 5 . ) un couple (a,b) de E? ne vérifiant pas.ﬂ
+ R transitive lorsque a%b et bAe => aAc M /-;.‘ _ —_—
\_/ el %} *E}emplgg’s- (]R, \<) est totalemnt ordonné.
0 Relation d'équivalence. ' 9 RIS N ) N }
- N » muni de la relation "a divise b" est par-

R est une relation d'équivalence lorsqu'elle est i la fois

T s

tiellement ordonné ; "3 divise 7" n'est pas véri-

g réflexive, symétrique, transitive. i !
O on peut retenir ERST (Equiv, Réfl, Sym, Trans). Ak
*,’Exemple. Dans Z a relation X définie par 3° - APPLICATIONS. FONCTIONS. ‘ - =

aﬂ | e " - bt . ARG T
b signifie "a - b est multiple de~3 ’ Schéma d'une application f.

est une relation d'équivalence (chapitre 4, 9%

E——F

s R £ 2
Classe d'équivalence de &> modulo@(dans E).’ N N[eo - . X — £(x)
i ° \_—A—t—'— o g S i 0 g s i et o )
E L'ensemble de tous les €léments x de E qui vérifient y O Tout é]_ément-_@doit avoir un correspondant f(x).
!/‘_M 1 X ,ﬂa pour a fixé % T A |
ey L e . é ! ction f£.
~ \\\/ \classe d'equivalence de a modulo # ! ’ ST LT 2T y
o Lf"sembl w b & £z | F ;
&/ e@f“‘m dLequwaleuce (mdulo @) _est un en~ ﬁ“ X —— £(x) ; »
Mo pemble de parties de E, T r :
‘j - iy ._w‘ww‘_"_ﬁlamtﬁig_iu?a‘ ; P = ;}’"D Tout élémenr®oit avoir(zéro Jou un correspondant £(x). /
Vi ® Cet E R 0 ) 4 » ~
* l\..ei/ ensemble se pote ou E/@ on 1'appelle /_ﬂ 057“ P . ) b . Pt
7 P & ensemble quotjent de 1'ensemble E 1 @ v ® Mi@at!apst . .
e & par la relation ® f est le symbole (ou le nom) de l'application ou de la
. Relation d'ordre, Fatiotion 2 (\j B
,geSt une relation d'ordre lorsqu'elle est a 1la fois I e E est l'ensemble de départ, ou la source, ou 1l'ensemble-

réflexi | . Tl
Ve, antisymétrique, transitive, il j objet 'de f.

- AM_& & ! - % =
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A

3 ivé ' ble-image de f.

e Fest 1'ensemble'd'arrivée, ou le but, ou 1'ensemble g ejlg

iti q i : écédent\de f£(x).

g e xest 1'élément initial, oul varlablb, ou l'antécéd \ (x)
) de x par f, ou la va-
iy

o f(x) est le transformé (ou 1' 1mage
leur de f au point X. . & & -\k/o*(-\“ow e I

0 Craphe de f (application ou fonction) .
® Le graphe de f se note Gf.
-8
e G, est 1'ensemble des couples (x,y) de E x F tels que le

gis p
2°) terme soit 1'image par f du ler terme. _ F—
e /

G = {(x,f(x))EE x Fl.

° G, = {(x,y)EE xF/y = £(x)}.
® En abrégé :

s . > 7
* Représentations graphiques. (

+ Lorsqu'on peut représenter E et F par des schémas, on peut

représenter "concrétement” un graphe.

g ! OsiEe=

& abscisses ; de meme, F par 1'axe des ordonnées, les deux axes

F = ]R, on représente 'E par un axe gradué : 1l'axe des

Se coupant en 0, point de graduation zé&ro de chacun des axes.

0O La représentation graphique fe G )est alors 1l'ensemble des

points M(x,y) tels que x soit ume- valeur portée en- abscisse,

et y = f(x) la valeur correspondante portée en ordonnee

P - . .
= CAr sbus, oo dit qu'une telle représentation graphique de G

e & : .
St une représentation graphique de f, et méme une (courbﬁ
d'€quation y = £(x). SS—ur,

o
- 4° COMPLEMENTS SUR LES APPLICATION{“XES FONCTIONS.

o = 6  Com 7 1J\)(B

* lnjectlwté\[I ____->\[_' \V/x - éE'Z} ;,, x ) =20 ) =

0 (,

. ® f est i
\ ﬂjectxvg lorsque, quels que soient 2 &léments ipi-

tiaux
distincts, i]g ont des images distinctes.

on
£ g PO8E.LLx) = £(x'), on cherche les solutions ;
est une anECtlon'

En pratique

—

‘ 1l'on trouve’une e solution et une seulé
b dans E, 3 sayojr ;(E-h T A A
e i - Y
i ' < &'{ '(: o o I 1
) CoVcd ¢

ne—

® in g "_,//’
X
A
o5
[N

¢ Exemple.,f : R—FR

- X — f(x) = 2x

, définit une injection.

» Preuve succincte : f(x) = f(x') s'derit 2x® = 2x'?, d'on

x® - x'3

=0, d'oli (x=-x")(x*+xx"+x'?) = 0. Solution &vi-
dente x = x', £¢) il reste x> + xx' + x'? = 0, du second degré
en x ; A= =3x'?, la seule possibilité dams R estde prendre
x' =0 (sinon A' <0), 1'équation devient x* = 0, d'oill x = o,

d'ot x = x'.

O Graphiquement, on peut reconnaitre une injection en menant
@paralléles 3(0x.) On doit trouver zéro ou un point d'in-

tersection de ces droites et de la courbe.

— Xx—"— X
o) 0
A .___17/__ ________ <« _ 9
injection non-injection

* Cela ne dispense pas d'une preuve par le calcul. ; o

¥
¢ Surjectivité. t__ % - (\ .Ju\ ¥ m/,f_,l“ §
g

e f est surjective lorsque l'ensemble de imagesgiet 1'ensemble-
j Fidie o). Lges

A1

image F (donné) colncident, ou aussx\f(E = F.
En pratique, on pose f(x) = y avec l\’ﬁypothése yEF, on
cherche les solutions X ; f est une surjection lorsque l'on

trouve [au moins une solution ?dans E (donné).
+ 5
R——R '}

b X ——f(x) = 4x

définit une surjection.
2

's?rg;x'emple. £ 2
Al
d'ol %% = %,
=y
1'hypothése est (ici) 4 Y 2 0 donc on a x = Ty ou x = —=

+ Preuve succincte : f(x) =y s'Gerit 4x® =

ces solutions sont dans R

Sun. =~
D =
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O Graphiquement, on peut recon—
naitre une surjection enmenant
des paralléles a Ox qui coupent e et i
Oy dans la zone représentant F. -

On doit trouver au moins un

X

point d'intersection avec la |

- 2 +
courbe. surjection sur HQ

K Cela ne dispense pas d'une non-surjection sur R

preuve par le calcul.

% on peut restreindre une application f (non surjective) de ma-
niére 3 définir une surjection, en modifiant convenablement

1'ensemble d'arrivée F : on le remplace par f£(E).

¢ Bijectivité. -/ 5~ -~ -

. N\
: i
g
| | 3 -~ - / =y - b]

A af f‘&

3 A’ § R WA o NS P .
- ® f est bijective lorsqu'elle est injective et surjective: g Q"
é ® On dit aussi : f est une bijection.

O En pratique, on revient aux deux cas précédents.

¢ Composition de 2 fonctions.

® La composition est une opération

» symbolis€e par o (on dit
rond) .

® f et g &tant données, de schémas

E__—’F —

» est "définie'" par :

X—— f(x) —g.._, glf(x)]
@ot 3

Schéma E— g

gof :

T 80f(x) = g[£(x))

e

R 3 e ol e 4

En pratique, on pose £(x) = y, on exprime g(y), puis on rem-

place (dans 1'expression obtenue) y par 1'expression f(x).

Y Exemplesy ’ .
Soit £ : et soitg :

=2 _ 1
X ——f(x) =x X g(x) _x2+l

' -1 'on - 1
Lz)’f 1. D'une part, g(y) = YoAT d'oi gl[f(x)] = GO
R——R

X ——=gof (x) =

d'oli  gof :

xt+ 1

2. D'autre part, f(y) = y?

=

d'ot f[g(x)] = Gzlﬁ])'
R——R

x—fog(x) =

d'oid

fog : 1
X4 +2x2+1°

* fog # gof en général (d'aprés les exemples précédents).

’ Identité&, (ou application identique).

e e
® L'identité (relative 3 un ensemble E) se note IdE ou Id.
® Id transforme chaque &lément en lui-méme.

Ee—E- Vi

[/
1/

/
~f
———

Schéma. Id :

X —Id(x) = x

O 1e graphe de Id est la diagonale de EZ.

O tUne représengation graphique, en axes orthonormés, de la dia-

gonale de R est la lére bissectrice des axes : droite d'é-

quation y = x.

¢ Réciproque d'une bijection.

® Une bijection f &tant donnée, la bijection réciproque se

note £V,

e £} est la bijection qui, partant de 1'image £(x), aboutit

) g ‘ =
a 1l'antécédent x. ’é~ £ e
T

. R G AR

\
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==k
& e =1 () *@xﬁmpl??"

Multiplication dans N :
NxN—-—N

(p, 9) —— pq,

g—F £

Schémas f :

x — £(x)

En pratique, (lorsque f est bijective) on pose f(x) =y, on

L i P loi interne
résout relativement 3 x ; on obtient l'expression x = £ (y) ,
ragtdol g

ol 1'on 8change x et y, de maniére 3 retrouver les notations

oii pq est la somme de P ent1ers égaux 3 q. |
usuelles (x "au départ").

T b

{& ||
@Produ:.t des vecteurs de ]R par les scalaires de ]R H _,7 '
: R——R . B o le—— ]R at’ ;
2" Exemple. Soit la bijection f : 3 loi externe, |
- x——f(x) =1 - x (X, v) ——lv,
' ’ t1 t 1
. £(x) =y s'écrit 1-x%=y,d'od x°=1-y,d'od x = Vl_—y—. K oli lv es e vecteur obtenu en mu E:E;llant les comgosarltes) T
| de v ar le réel ). Srpa =0 Ve R Y JOR T DY
« L'échange domne y = V1 -x . & B [ v 7 g |
: i _— P étés possibles assocides a une loi interne.
+ La réciproque est 7' : R IR ’ ropr1 PORS: SEocile
{ — =1 =9 - A nalt - . |
- £ () i O on symbollse 1'opération par le signe . i
o - - . . - {
i O Graphiquement (en axes orthonormés) les courbes d'équations O on abrége le schéma | E X E— E en (E, #) = S=wun S . l
‘ y= £71(x) et y = £(x) sont symétriques par rapport i la l&re ~ (a, b) axb 4
Mc_& des axes (conséquence de 1'échange de x et y). 7& {. * 1nterne ysignifie : Y(a,b)EE x E : a*bEE.i—— {
N : T QR == ;
* £ lof = ¥ o i Gl ;
i IdEl e = IdFI' (¢ e \/\ .’Assoc1at1v1te. !
0 e T * est associative lorsque (axb) *xc = ax (b*e), V(a, b, c) EE’. t
5° - LOIS DE COMPOSITION. ]
. b —"7 t 1@ Commutativité.
—eie e e g R i id .2 {
& . Définition générale. ; % est commutative lorsque axb =b=xa, v(a, b) €E. ,
® 3 ens & = 3 .. PGS SUSS qumn RS p—
embles E, F, G &tant donnés, une loi de composition est J N [ ] Elément(neutre) dans (E, x).- 7
une applicati s R DAL Sy A e N N |
Shisationde E X F dans 6. E xf > p . On appelle ainsi, lorsqu'il existe et est dans E, 1'élément ‘
& *Eiﬁ&art iculiers usuels. / £ (// (désigné par e) qui vérifie
S ——————
i i --E') ’ our tout a de E : a*e =e*a = a,
® Loi de composition interne définie sur E V&C \ .P y "
O * Application E x E i B o 2 . si e existe, il-est unique. o !
* On dit auggi z . N ' . s'il existe e tel qu'on ait seulement e%xa = a (va€E), on ‘
"&ﬂ_ 881 opération (interne) dansE. L

dit que e est neutre a gauche (dans 1'autre cas, neutre 3 droite).

q‘efinie sur E 3 1'aide de K : . 5 .Elémantsﬁms_\hﬂ_i_gueﬂdans (E,,-*).
E. ¢

@Isque 1'élément neutre e exj.ste‘ le symétrique de a€E est,

/ }or_gu il exxs_;g@_git_ggn&E 1' element a' qui vérifie ) ~*
—T / ‘ L e
f L { TP PTTE . y axa a'xa =e |

a ® Lo; de composltlon €xterne,
o—arerne ,
. Appllcatmn IK X E

* On dit a
i opération (externe) dans E, defm1e avec. ]K
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L - . = s ey AN

P 0VDI'( Q/E R 3 |
v ) | & / %’/ COr |
ﬁz'l‘Jl*\ M{:‘ — g ¢
12 Y 13 L/*/I,Oé—)
' : , - 'es (£ + 7 B o
. sia'existe, il est unique. -~ O :t 1. * est interne.. L Sl -
. ' = i 7 b
. s'il existea' tel qu'on ait seulement a’ * a e, on dit }4- 2. * est associative.
i’ ' é= 5 o . P
que a' est symétrique 3 gauche de a (dans 1l'autre cas, symé @ N 3. un Elément neutre existe dans (E, ), O : |
trique 3 droite). 5 4. un symétrique existe pour tout Elément, dans (E, %), ‘
a o L O [
B (i o (,_ o (E, *) est un groupe abélien lorsqu'il est un groupe
e . : . : noté 2
=0 + Si 1'opération est additive (signe +), le neutre est noté O /) \\r avec * commutative,
~ " : é le note(-a ! *l'
ou O le symétrique de a est dit opposé de a, on O ] i : - i .
4 Lt ym q - == \ [ % Si 1'on sait " commutative", il suffit d'avoir unm neutre &
_/E T *+ Si l'opération est multiplicative (signe x, ou pas de signe) ) . - .
4 ) - waar il - ! droite ou les symétriques 3 droite (par exemple), pour &tre
le neutre est noté 1 ou'l} le symétrique de a est dit inverse | y: Ly _
E} Sab b e assuré qu ils sont neutres ou symétriques "tout court".

de a, on le note\ajl)ou %.“ - = c - A
¢ Structures d’anneau. structures de corps.

’ Propriétés possibles assocides a.deux.lois.intemes)

— 3 Omn s'agit d'un ensemble et de deux lois, soit (E, *, T) (1'or-
O on symbolise les deux lois par les deux signes % et T.

‘dre des lois intervient).
® Distributivité de T par rapport
P s A i

s - ]
N \a—:.. lorsquion a pour tous / ’ (E, %, T) est un anneau lorsque //: p - [{
a,b,cdeE i FLir LA
3 € Hae iy " r@ » (E, %) est un groupe abélien. /= ‘-vr e
= | 7
" %
N ®

o

i
V
-

G- 1. aT
aT(b*c) = (aTb) *x(aTc) :| + T est{internd et associative.

D 2. (bsc)Ta (bTa) % (cTa) 4 @ )
* Si 1'on 2 seulement la lére relation, z

« T est distributive par rapport 3 *.

on dit que T est dis .
(E, *, T) est un anneau commutatif lorsqu'il est un anneau,

tributive 3 gauche (dans 1'autre cas, 3 droite). '
> avec T "aussi" commutative. j

F 6° - GROUPES, ANNEAUX. CORPS,

e (E, %, T) estun angeauunitaire lorsqu'il est un anneau,
[
—_—

—

o A~ . avec "aussi" un neutre dans (E,T)-
On ide e s ‘ 8 -
considére une loi (interne) dans E, ou deux lois,..., symbo- l \ \ p

(E, %, T) est un corps lorsque

|
| ; @ « (E, x, T) est un anneau unitaire.

lisées par * Tyeuu, et 170g abre
e€n (E’ *)I(EJ T). (E’ *;T)n"/'uﬂ Y 05
\ Ve,

ge les schémas correspondants

« Tout élément, sauf le neutre dans (E, %), posséde un symé-

O on ait ' |
que 1'ensemb \
e emble E a yne Certaine structure, lorsque la ou /' \ trique dans (E, T).
015 correspondanteg posséd g My _
. ent certaines propriétés, f' ® (&, %, T) estun corpscommutatif lorsqu'il est uncorps,
—luctures - ngU—_pe; \ avec T "aussi" commutative.
O 11 g'apic 4t , \ e
81t d'un " . ”
, ensemb] /et)d'une loi, soit (E, *). 4] Egrg i unité,
’ LB est goips lor5que\-: : -:APour (E, %, T), s'il existe le neutre dans (E, %), on appelle
(E [\\>‘* < Cxe A cet élément le zéro, on le note 0 ou OE'
; / »
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i ‘ on appelle cet
e De méme, s'il existe le neutre dans (E, T), PP

1teé | J
Ziément l'unité, on le note 1 ou lp

o ‘Diviseurs de zéro.
e Dans (E, *, T) contenant le zéro 0
si deux &léments (distincts ou egau:.) vérifient
N
. a#0,b#0; et aTb=0f
on dit qu'ils sont diviseurs de zéro.
{ Intégrité.
e Dans (E, %, T), s'il y a des diviseurs de zéro, on dit que
(E, *, T) n'est pas intégre.
[ e Un corps est nécessairement intEgre, donc dans un corps -

(E,*%,T) : 2Tb=0=>[a=0 ou b=0].

! 7°-«MORPHISMES ». _Ti—-eon 7w [ |
: - itd i e
O Le mot morphisme est en réalité muni de certains preflxes asserz_ {\ v
significatifs (homo-, endo-, iso-, auto-,...). L e A ?
"l £ N
¢ Homomorphisme.
X * & On considére une application f : (E, %) (F, T) =0
b x T £(x) £
i
L \ ‘J,'
'; . f est un homomorphisme lorsque |, ";' i
» )
3 VDEE i) - 1 TE6
e N ———— e’
‘é‘ 7 dans E dans F . s | i WL

O on peur dire que f "transpose" la loi * de E en 1a loi TdeF.

*&x@_l_e_. On prend (E, %) =

des nombres de type 5"

,*) et 1'on considére 1'ensemble F

o0 n€7Z) muni de la multiplication
habituelle, so:.t%?
. Soit f ; w—— e )

——£(n) = 5"

— et am———

15 .

+ .f est un homomorphisme.

1
+ Preuve succincte : f(n+n') = gRFn donc f(n+n')'—'5nx5n' .

»

or 5" = £(n), 5" = £(n'), donc f(na') = E(m) < E(a").

*,_E_ndamorphispve : cas particulier d'homomorphisme, pour F = E,

et évent;yallement T et * identiques.

-
O Une méme application f peut étre "plusieurs fois" homomor-

phisme ou endomorphisme, s'il y a plusieurs opérations dans E
et)dans F.

$ /somorphisme.

® On considére un homomorphisme £, relatif aux ensembles E et F.

® Si f est aussi une bijection, on l'appelle isomorphisme.

§ - - - . . - :
*“.{lutamarphlsmg : cas particulier d'isomorphisme, pour F =E,

(mais pas nécessairement "x =T").

O vre plus souvent, on &tudie des homomorphismes (ou des isomor-
phismes) entre deux groupes, deux anneaux, etc... On doit

alors faire correspondre les lois respectives "chacune i cha-
\
cune" . ,/,-_ * !
/

p—

~ — A

_8° - ESPACES VECTORIELS.

>
E] Les éléments de E sont désignés par u, v,

Bl Un ensemble E peut &tre muni de deux lois, l'une interne de type

additif et symbolisée par +, l'autre externe 3 1'aide d'un-corps.
—— L -

2 [ corps utilisé, désigné par ]K, est appelé corps des scalai-
res ;3 en pratique il s'agit de R ou (:. et l'on ne met aucun sym-—
bole pour la loi externe.

-+

., on les nomme vec-
’ . - - - - x

teurs, les scalaires de K sont notés \, .., On évite ainsi les

confusions.
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a P N

e 5 » i - ,“_\Q
= » De ) - C v > i
|
"ﬁ] > = ;A . 16 17
# ot koo k § Pl ] .

I ?f" P " - \L “?‘ \ ‘\ < \\‘ \\ “, 'J
; | ST e ) Kkaxy T . o S/ 4 A vérifiant pour tous points et .
0 Définition. = = . \“m‘ ( ->p > & . tous+veiteurs ’
1. M+u)+v=M+(u+v) ou (U+V) est une ——
E est un espace vectoriel .surflic_o_r_E‘S‘]K, ou un B_&% D A % —_— lans E.
vectoriel lorsqu'on a défini deux lois ayant les propriétés = E . o "
3. OE est l unique vecteur vérifiant M + x = M, YMES J
ivantes. " .
e ' 1 ») Pour tout "bipoint (P, Q)"de Eop, il ex{ste un vecteur u )
1. La loi (internme) + fait de (E, +), un groulaellabellen_ S “:’_:q‘ 5 & e, gl = b _': I
% |
—F bt e e g - / et |
. - KxE N i %ans la propriété 4 : S~ x =
2. La loi (externe) de produit par les scalaires O _\:)-——-)\: ‘ = TR R i - . E—N 2 = i
—~ . ’ ‘ S5i P et Q sont fixés, u est unique.
vérifie pour tous vecteurs’et tous scalaires : / .
Z Obans un espace affine (}‘.” on peut écrire Q = P + u sous la
: o =5 N v ' 2 Rl Sl
/ e e A(pu) = (Ap)u ol (Aw) est m'PIOdult‘M' “‘ forme Q = P = —L:, et convenir d'écrire !Q - P = PQ.
o + = - > S - e J ' T o o e
W /7 & Mu+v) = (hu) + (Av) (distributivité). ! Alors, ona : Q =P + u<>PpPQ = u. =
oA { Spsmemrr=r ey o
e () + (1) = A+1)u od (A+u) est une somme dans K. { Bropriétes (pour tous points M, P, Q).
AR 22 S AT R Lt SR b
> i Q=P+ PQ oMM =0
: /e Iu=u ou 1 est 1'unité dans y ’J[/ ] AT E
) — T\ N e MP = MQ<>P = Q
|"‘ . 3 7 b . — .
‘ O L'élément nul de (E, +) est appelé vecteur nul, noté 0 ou ’ e PQ = PM + MQ (relation de Chasles)

O%Pfdprfiétés (pour passer des vecteurs aux points)
o e L i

TN

* . ..-7' o
Exemples. On peut se reporter au chapitre 26. \9 e

. ; o e | E——&
® A étant un point fixé, soit f T+ J
2 - /’\ .
A+u="D |

' 9°- ESPACES AFFINES. ! b u

5 .
! e f est une bijection, 3 tout vecteur u correspond un point M

~

O Un ensemb le

& -
& peut Stre muni d'une Toi externe 3 1'aide d'un es- et un seul tel que f(u) ou A +u =M.

pace vectoriel E (d'&léments ;, -\:,_“), S i ® Cette bijection "raméne les vecteurs 3 la méme origine A".
T - . e
A i iligé é p idé 4 i 5> comme 1'ensemble des
O+ €space vectoriel utilisé est appelé espace vectoriel directeur Vi Oon peut considérer 1l'espace affine & comm
. » ¥ & - I3 - 2 t 'Ira -—
de ép. et- 1'on note additivement 1a loi externme (symbole +), O‘,- extrémités des vecteurs de E, lorsque ces derniers son P

. = 3 5 i
élé B a s portés a4 la méme origine A",
a Les. Eléments de E sont désignés parM, P, Q,..., on les nomme points,

§ Définition. , L) ‘\ 2 o€, 2%, 2% I
est : ; / & a L \/\ R e\ LS r — = d it
un espace affine (d'espace vectorjel directeur E) K ] /\ |
lorsqu'on a défini upe loi externe +, de schéma : =

Exg-—bg

*\{a,m _.(g-rﬂ;f(I;'m) {(51,“ Zeoz /

At — N

1 vy
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CHAPITRE 2

P

= a7 -~ S8 -
o Pour Ox, 0z, le cdté initial ou cité origine est 0x, le cBta

extrémité est 0z.

e 0 est le sommet de 1'angle.

TRIGONOMETRIE PRATIQUE

|
|
I y
‘ O Mesures d'un angle : . -
| t P ¢ M
1°. REPERE TRIGONOMETR|QUE- ANGLES ' - @ On placel'angle étudié dans
y ' un repére trigonométrique, le
. y = i3
’ Repére trigonométrique ~N ] | coté origine sur Ox, le som- a A
Ce repére est constitué par : + -~ B Ao met en O. 0 %
— —>
@ Un repére orthonormé (0,04,08) < ' e L'autre cdté coupe le cer-
@ Le cercle-unité (centre O, l Vi | cle en un seul point M.
'd
rayon 1). ol / ' e On peut convenir d'allerde
o | A i
. @ Deux axes Bx', Ay' déduitsde 5 = | A @ M dans le sens direct sur
0x, Oy par les translationsde le cercle, alors la mesure de 1'arc AM est unevaleur a€ [0,211[,,.
vecteurs 335,0_5 respectivement. S
‘ @U ) ) e N . a est une mesure de 1'angle (mesure "principale"). <
ne orientation : celle oiile
'—'f_ " . ) ® Ce méme angle poss&de une infinité d'autres mesures, obtenues
sens positif est "contraire
E i - ’ en allant de A 3 M (sur le cercle) dans un sens quelconque et
es aiguilles de montre ;ce | .
: i = { en faisant autant de tours qu'on veut.
sens est dit direct. / 4
® Ces mesures sont de type a + 2m, a — 2m, a + &4m, a — 47,...
* Remargues
’ L'ensemble des mesures est dopc {a + 2kn e/l L i 7?\(\"(\

» L'unité est la méme pour tous les axes. A~ =L

s i q — \ ® La relation & définie (dans R) par : L=
* Le périmetre du cercle-unité (cercle trigonométrique est@ [ . .
& 0] i adb signifie "a-b est multiple de 27"

O Angles: i1 existe plusieurs no- & est une relation d'équivalence.

] ) . " 3 s .. -
tions d'angles, ici l'on considére ® Pour a fixé, la classe de a est alors formée de tous les nom=

les intersections de 2 demi-plans, bres b tels que b = a + 2km (k€Z ), on l'appelle classe de a

on les appelle angles de demi-axes. ! modulo 2m, c'est 1'ensemble des mesures de 1'angle étudié.

. P | i
0O Le schéma montre 1'angle 0x, Oz | @ On écrira "i'ensemble des mesures de Ox, 0z est {a + 2kn, kEZ "

. =
des demi-axes Ox et Oz, sous la forme commode : Ox)\O—E = a + 2km

- - . .l =
] ll'c_,rl_'ll'e d'écriture des catés, i ou aussi ! 0x, Oz = a (mod 2m)

1 > :
c'est-3-dire des demi-axes, in-
tervient, -

O L'unité de mesure est le radian, tel qu'un tour direct sur le

cercle mesure 27 rad, un demi-tour direct mesure T rad, etc...

-—.—J. - :;;

Scanné avec CamScanner



20

i ion=-
e 0On passe des degrés ou des grades aux radians par proporti

: 180%—200gr.
nalité, 2 1'aide des correspondances : T rad <—

y b
2° - LIGNES TRIGONOMETRIQUES. } ’ ,
5 B___ cotg 1
O L'angle 6::, 0z est placé dans \ TD x!
=g 4 le repére : L — T
g, i 1 sin I\tg
3> le demi-axe 0z coupe le cercle a I\,
'e\ Q 1 0| cos 'P s
0 la droite 0z coupe l'axe Ay'
‘\:‘T en T et 1'axe Bx' en T'.
ki Définitions. 7

Si a est une mesure de 0x, Oz
OP (abscisse de M)

o S S~
0Q (ordonnée de M_) e

AT (mesurée sur 1'axe Ay'")

A

O cotg a = BT' (mesurée sur 1'axe Bx') - :-f;_ — A
- .
O a tour angle de mesure a + 2km (kEZ),"En associe donc 4 li-

gnes trigonométr_iques : cos a, sin a/g a, cotg a.
¢_Relations fondamentales. ’
51
5 ’t:ga ~ slna d el
cos“a + sin%a = | | vaeR Apalgtis $0 (27 U

O Toute autre relation entre lignes trigonométriques de a dé-

coule des pPrécédentes,

% Exemples ® cos?a

n
/]

R | +tg? -
l+tgza, L tga 7

;s 2
® sin?a = _t8°a

1 +tg?a

® | +cotg?a

’ Inégalités fondamental og

“1<cosas+|

k ?

et -l € sina s +| l

// - 2 e - ’
- — { N\ I
/ q 4 - 21 /%/// l 2
sl ers gl I
' el )=
e ¢ Valeurs usuelles L Y

O 11 suffit de retenir les valeurs des sinus et

cosinus, car tan-

gentes et cotangentes s'en déduisent immédiatement.

O on retrouve les valeurs a l'aide de figures.

}Y y
\\\ /—
2
] \\\ S '
) I\ X
A L\
| AL 1
s ¢ X %
0 /7 0 V- *
2 2z
® O{mod 2m) sin0 =0 cos0 = |
m s i V3
o-g(mod 2m) s].n-6— =3 cosE =
s . . #Z
{ .I(mOd 2Ty singy = cos - = 3
\ .
| *Autres valeurs o8 !

(] (g—a) et a

cos(%—a) =sina ‘sin(%—a) =cos a

e e o —

® (1-a) et a

cos(m - a) =-cos a sin(r-a) =sina

° (l;-+ a)' et a

i cos(%+a)=-sina sin(%+a)=cosa |

3 a i i S y es relations
® De méme (& l'aide de figures), on retrouve 1

m
pour (-a) et a, (m+a) et a, (a--z—) et a,

P
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3° - EQUATIONS ET FONCTIONS.

-

. -~ (I
' On retrouve les solutions 3 1'aide de

figures.

cosX = cosa (a donné)

x = a (mod 2m)
solutions
ou X = —a (mod 2m)
I sinx = sina (a donné)
x = a (mod 2m)
solutions
ou x = T—a(mod 2m)
I tgx = tga (a donné)
solutions x=a (modm)

Les .deux classes modulo 27 constituant les solutions sont
celles de a et de a+ T, leur réunion est la classe de a

modulo 7, c'est-3-dire {a+kmn, kEZ }

¢ Fonctions trigonométriques

On retrouve les variations des lignes trigonométriques 3 1'aide
de figures. Ces variations se répétent périodiquement, les fonc-

tions trigonométriques sont périodiques.

PR

La fonction cosinus est

2n-périodique et/paire)

23

R— R La fonction sinus est

% ginw 2m-périodique et impaire.

R R La fonction tangente est
o tg = T-périodique, impaire, non

définie pour x =g (mod )

<
[]
T
E]

-

S

|
——eatA

La fonctioncotangente est

B =—* R

o cotg : m-périodique, impaire, non
" REFE B définie pour x =0 (modm)

| b4 7 1
Il r = cotgx |
1
| 1 |
' . :

| ey
-ni _m 0 | 121' 1T:
| 2 !
i |
f |
| |
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4° - TRIANGLES RECTANGLES. PROJECTIONS.

) o (/

. Triangles rectangles.

O En plagant le triangle ABC
(rectangle en A) dans un re-
pére trigonométrique, onmet
en évidence (par exemple)
cos C=CP ou QM, et de méme

sin C=CQ ou PM (tous posi- i

cifs)-

O 4 1'aide des triangles semblables ABC, PMC ou QCM, on trouve

les relations trigonométriques des triangles rectangles :

o Un cGté est le produit de 1'hypoténuse par le sinus de 1l'angle

e : = e
opposé : ¢ = asinC. e W S e ,:;_/’ /
L e - 3
o Un c5té est le produit de 1'hypoténuse par le cosinus de 1'angle
adjacent : ¢ =acos B. G
_J_ ol 6: et )
ODemEme:c=bth c=bcotgB. -

¢ Théoréme des projections

O on généralise la relation ¢ =a cos B précédente,

schémas suivants :

a l'agie des
,’1

v ! ™2
! N
|
> -7 | . 0
10 L : L LN
e — >
o _- \ S 3 oy

projection de V projection de ?

Théore :
e @ iamesure algébrique de la projection de V sur un

axe Ox

est egale au produit ” V|| xcos @, ot ® est une mesure
de 1' _'
€ l'angle 0x , v

25
* Remarque : en base, orthonormée (1,3) siv= (X, Y) ecv = (X', Y )
on sa1t que le produit scalaire (euclldlen) est deflnl par :
vev' = XK' + YY', et la norme par :
Rl = /o = Ao, |3 = /55 - A
. - S
® On a alors ; vev' = [[v]] = H;;'” xcos(\7, V')
Le théoréme des projections s'exprime par :
i +> > -+ 3
i U = yel ou par Y =veg
5° - FORMULES DIVERSES.
i . Sommes ou différences d'angles = M .

——

v —

O on retrouve 1la formule de cos(a-b)

3 1'aide du produit scalaire OMsOM"'

exprimé de_2 maniéres. A /
ce_< S-
/ - 5 cos a =% cos b = b
"/' composantes :OM=( - » o' =( : ) 7
sina sinb
0 o Iy
TAs g . s i -
d'ou OM+OM' = cosa cosb + sina sinb. g
r) —_ = —{En-'
A+ normes et cos : |[OM|| =|[OM']| =1, OM,0M' = a-b ou b-a (mod 2T)
| (.. 3 =¥ _bl v~ &
d'ol OM*OM' = cos(a-b) = cos(b-a), d'od la formule sulvante :

. Formule essentielle

lcos(a-b) = cosa cosb + sina sinb

o En remplagant b par -b, ou par %-b,..., on obtient :

cos(a+b) = cosa cosb™=)sina sinb

sin(a+b) = sina cosb + cosa sinb

sin(a-b) = sina cosb - cosa sinb

sin(a +b) %
o En partant de T etc..., on obtient
‘ _tga + tgb _‘=tga—tgb
|tg(a+b)_l—tgatgb tg(a -b) |l +tgatghb

M
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triple d'un angle
on obtient :

0 Double ou

i écé es
sant b=a dans certaines formules précédentes,

En po
2. _ sina
cos 2a = cos a s1
sin2a = 2sina cos a
) 2 tga
tg2a =—_ 2.
]-tga
2 | -2 sin’a
e On a aussi : cos 2a = 2cos a-1 ou
é jlement ; de méme pour
® cos 3a = cos(2a+ a), on developpe-fac mien rdegns : 4
sin 3a et tg3a.

a
. Formules en tg3

e 1 8 . dans la
On pose tg% =t, aprés avolr changé a en 2 (ou 2a en a) dan

formule de tg 2a, de méme avec ein 2a et.cos 2a, et il vient @

ina = 2t
s - 2

1 -¢2 & 1 -t2
cosa =

1+ t2

. Sommes de sinus, etc...

Calculant cos(a+b) + cos(a-b), on trouve 2cosa cosb ; lechan-

gement de notations a+b = p, a-b = q donne cosp+cosq ; de

¥l 1% ‘ | -
Icosp+cosq = 2cos-P%q- cos-L;-‘l = [ e =X =

méme pour les autres formules.

\ | ! | - __b
cosp — cosq =.[-> Sil;'lL%—g- sin-L;‘l — (’_ -—gv\ g
2 . - o ! + - o3}

sinp + Bing 2 sm?;l2 cosEin [ ﬂ_ i (

: b, p=qY p+l |
cinp - sing = 2sinByUosBEY o |

{K '/-7‘,,.”
_—— 4
=~ & (o _r’

% v -~ 9 y
&. -()"‘ ?Z\ (a.___;

=

27

’ Formules des triangles quelconques

Notations : Angles A, B, C ; cdtés opposés a, b, c.
Rayons de cercles :
e circonscrit : R

e inscrit : r

» ex—inscrit dans

x H r' £
=t ) B 3t o
Segments : issus de A : nilisn

hauteur h, médiane m,

bissectrice £
Surface S, périmétre 2p (p = %)

2 . : 3
e a%2 = b%+ c? :M&_ (et permutations circulaires des lettres)

Si?lA = si:B = sitclc =g
e S = %bc sind (et permutations circulaires des lettres)
° tgé === B
2 p-a p
el = 2be cos—A-
+c 2
On a aussi : § = 3 ah = 32 = pr = (p-a)r' = V(pa) (p-b) (p)

2
et : b2+c? = 12- +2m?® (théoréme de la médiane)

o | A
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CILIAPITR_E:?__ 'ﬁExemple ¢ P(n) étant

] + 2 4eee+ n = ES%;ll

*
démontrer P(n), vnelN , par récurrence.

1. P(1) s'écrit 1 = ]—(Iiﬁ, elle est vérifiée.
~1
IN - DENOMBREMENTS ): 2. L'hypothése P(n=1) s'écrit : 1 + 2 ++=«+ (n=-1) =—(B-?£1-.
. Pour en déduire P(n), ajoutons n aux deux membres,
(n-1)n
d'oli : 1 + 2 4.ee4+ (n=1) + n = 220 4 .
o UCTURES. 2
1°- [N ET LES STR  aeom N e
. H
¢ N est 1'ensemble des entiers naturels.

+1
, ce qui donmne _n(nz ).

2 B 2
} IN* e« Donc 1 + 2 ++++4 = —_“(n;‘), on a déduit P(n).
écri = 2,444y, DNy...} et on Ecrit our ] } B *
= eﬁrlre " {0’"], T . i 3. Par récurrence, la propriété est démontrée pour tout n de N .
désigner N privé de 0 .

o (N, <) est totalement ordonné.

- t———

3° - INDICES. FACTORIELLES.
® L'addition (ou la multiplication) ne donne pas de structure _

intéressante dans ]N.

N

O Les indices sont des "numéros"

e

N

——

® Une classification usuelle dans ]N répartit les nombres en i ?

pairs ou impairs, de modéles respectifs 2n ou 2n + 1.

2° - RECURRENCES.

S -

O tne PTOpriété "générale" dépendant d'un entier (c'est-a~dire d'un
. =

rang, ou d'un numérg d'ordre) peut @tre symbolisée par P(n).

‘ La démonstration Par récurrence de P

1

(n) se schématise en 3 points.

- Verifier (ou démontrer) P(1),

ou P(0) suivant les cas.
2. Poser 1'hypothese qui traduit

le point | €tabli¢ P

Prouve P(2), (l)’ done ;

P(1) => P(2), ce qui
- De m@pe é i
2590 ELablik m1oxs P(3), puis p(4)
g0

O En pratique, on utilise la notation indicielle pour

griace auxquels on peut désigner

commodément les €léments d'un ensemble.

* Exemple : si E = {u,,u,,u;,--+,uy}, onpeut désipner un &lément
P 12U2,5U3 n P g

quelconque de E par u..

¢« On dit "u indice i".

* On dit que les &léments de E sont indexés (ou indicés).

« On peut écrire E = {ui, l¢ign}, ou E = {u.}

17 1gign

"concentrer"
une formule longue (ou possédant un nombre non précisé de termes).

{ * Exemple des sommes.
‘5. i P(n-1), [ i=n n.
e i P - .

A ,) 1 déduire P(n) (par upe démonstration convenable). | Up *up deeetug o s'@erit .zl(ui)’ ou Y(u;)

»y Conclure : s ) i= 1

A £ & par Fécurrence, 1a Propriété est vraie, .
: (en récj . * 'k Exemple des produits
3 Précisant gi nel ; . .
& » Ou si nEN,...). i=n n
' O ‘Au 32pe POINE, on soua- U x U, xeeox up  s'derit it (“1)' ou I(u.)
i P e us~entend la démarche logique suivante : isl 1

3 €tablit le "ehaaos

b . or, thEordue’ ¢ Plne 1) =5 P(n),

KX Cas particulier : factorielles

1=n

T (i), on 1l'&crit n!
i=l1

1 X 2 xeeax s'écrirait
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i

g Jbe= By AU = 28y SL=UR B
e On calcule

O convention : 0! =1

4° - DENOMBREMENTS.

[FAY

(Y

j de comp
O 11 n'est pas toujours commode

& Nombre d’applications possibles de

[0 Dpénombrer signifie compter.

n F
ter "un par un", on a crégé

é p se combinatoire, dont les
1a “science des dénmombrements’ Ou analy:

g g -
résultats élémentaires sont les sulvant

E dans F.
el L
Si card E=n et card F = p

ilya pn applications E —F.

Preuve succincte : soit un élément de E,

on peut 1'appliquer sur un &lément de F

de p maniéres : ceci est vrai pour
chaque élément de E, le nombre cherché
n
estdoncp xp Xs+sx p = p .
e ————

n termes

’ Nombre de bijections possibles de E sur lui-méme

O Effectuer une bijection de E sur E revient 2 permuter ses
€léments, ou a changer 1'ordre des &léments.
— A e

O si card E = M, tout revient i appliquer {1, 2, 3,..., n} surE,

et a compter le nombre de manigres de le faire.

Dans ce cas, tout revient 3 compter les

numérotages' pos-
sibles deg €léments de E

» OuU encore les permutations de E.

® Le nombre de Permutations des n &léments de E,
bre deg bijections de E sur E) se note P

n’
IP“ = n!

(ou le nom~

31

Preuve succincte : le N° 1 peut &tre attribué de n manidres a

un &lément de E. Lorsqu'il est attribué, il reste (n-1) &lé-

ments d numéroter, donc (n- 1) manidres d'attribuer le N° 2

s e 5 os
Déja on a nx (n—-1) maniéres d'attribuer les N 13 2. En

continuant on obtient n x (n=1) Xeeex 2x1 maniéres, c'est-3-
dire P_ = n!
n

¢ Nombre d'injections possibles de $1.2, ..., pldans E.

O
O

*

¢ Nombre de parties a p éléments d°

On suppose : card E = n et P < n.
Une injection de {1, 2,...,p}dans E s'appelle aussi un arran-—
gement de p &léments "pris parmi les n".
® Le nombre d'arrangements de p €léments pris parmi n, (ou le
nombre d'injections correspondantes) se note A:.

P _ n!

An (n-p)!

Preuve succincte : on commence comme pour P
n

» mais on doit

s'arr@ter lorsque le N° P est attribué : ce N° pouvait &tre
G o

attribué @ n - (p-1) €léments,

(p-1) premiers numédros 3 on obtient nx (n=1) x...x [n-(p-1)],

ou encore nx (n-1) x.s.x (n-
n!

in—p)!'

Remarque :

puisqu'on avait attribué les

- ey
p+l) mani&res ; cela peut s'Gcrire

aprés un arrangement, les P éléments utilisés ont

o v . . -
un N° d'ordre, ils constituent un sous-ensemble ordonné de E,

Mmals on peut retrouver ces mémes €léments dans un autre ordre,
—_—

apreés un nouvel arrangement : on dit que l'ordre intervient.

un ensemble E.

On suppose : card E = n et p < n.

Une partie de E (constituge de P €léments de E) s'obtient par

une combinaison de p &léments "pris parmi n".
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e Le nombre de combinaisons de p éléments pris parmi n, (oy

le nombre de parties & p éléments) se note C: et parfois (n).
P

Cp _ n!
n p!(n-p)!

aprés tous les arrangements possibles de

Preuve succincte :
on disposerait de Ag sous—ensembles ordonnés.

"p parmi n",
Mais parmi eux, on retrouve p! sous—ensembles ayant les mmes
Eléments, seul 1'ordre n'en est pas-le-méme-(ces p!“sous-
ensembles ordonnés résultent desppermutations de la partie

correspondante) on a donc Ci = —%, d'ol le résultat.

¥ Remarque : pour les combinaisons, on dit que

1'ordre n'intervient pas.

O 1e lecteur est invité 3 se méfier de. la locution courante des
turfistes "combinaison gagnante".
- Si elle est "dans 1'ordre", il s'agit d'un arrangement,
- Si elle est "dans le désordre", il s'agit de certains ar—
rangements,

. a i ' 5 . - g o . .
En aucuncas ilne s'agit des combinaisons définies ci-dessus.

-4 Exemples.
1. Dan 4 i ;
S une course ou il y a 7 partants et oii tous arrivent sé&-
aré évoi
parement, on peut prévoir le nombre de listes d'arrivée pos-—
sibles des 7 partants,

il s'agit de P, =71

7 s soit 5 040

2. Dans les mé :
. memes con i ' o e
ditions qu'en 1, on peut prévoir le nombre

de "tiercé
s dans 1'o " . . -
, rdre" possibles (listes ordonnées des 3
premiers arrivés),

il s'api 3 _ 7!
. : agit de Al = i =5 x 6 x 7, soit 210.
mett 1 .
ant maintenant qu’i) peut y avoir 3 ex-aequo pour 12

premiére place, o P
» Of Peut prévoir le nombre des 'paquets de 3 ex”

aequo" g X
q possibles (3 pris parmi 7, sans ordre),

il s'agit de ER A
7T 3141 soit 35.

S

33
= 6 tiercés qui

i !
: dans I'exemple 2, il Yy aura 3!
""dans le

[0 Commentaire :

"”
"qans 1'ordre' et 5
"rapporteront", dont

| rapporte

désordre’.

59 - AUTRES FORMULES. BINOME DE NEWTON.

() Nombre total de parties de E.

[0 on suppose : card E = n.

e Le nombre de parties de E (¢ et E compris

| card P (E) = vl

) est

n

15 - cf° ! 4eeer CP 4o c® = 2",
e Dol : C_ + c,* Cf‘ >

Preuves succinctes :
. On peut dénombrer les parties en cherchant, pour chaque élée-

ment, s'il est ou non dans une partie : cela revient & appli:
n

quer E dans F = {oui, non} ; or card F = 2, dont il ya?2

parties.

1

. On peut dire qu'il y a C; partie 32 0 élément, Cn parties a

1 8lément, et ainsi de suite (jusqu'a la parrcie n éléments :

a
E), d'od le nombre des parties : Cg + C; e+ Cn, d'ou la
n

2éme formule.

O Egalités pour les combinaisons.

Ip_ n-p - )
Ct = C CP.= p—! P
LY n n Cn—l - Cn—1

Preuves succinctes : on peut &videmment faire les calculs, ou

bien :

l. idé i
On peut considérer que chaque partie a p &léments (pris
parmi n) correspond i la partie complémentaire (n-p &lé-

N .
ents restants) il y a autant des unes que des autres
cP = c"P, ,

n n

PV SE—
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s 43 P . 5 = ¢

2. On peut distinguer, dans les Cn parties d p éléments,
celles qui contiennent un certain élément fixé noté a (it
p-1 . e 1
y en a donc Cn—x)’ ou celles qui ne contiennent pas a (il

y en a donc C§-1)’ d'ol la seconde formule.

’ Formule du binéme.

O on dit aussi : formule de Newton, bindme de Newton.

" %
e si n€IN", et pour tous nombres a, b (réels ou complexes)

n_ %70 1 n-1 -
(a+b) = Ca + Cna b +eec+ Cgan 120 C:bn.

P . . n .
reuve succincte : (a+b) est constitué de n facteurs &gaux

. n-
3 (a+b), le terme a” PpP apparait autant de fois qu'il y a
d o .
e maniéres de tirer b de p de ces facteurs (ou a, de n-p des
facteurs) ; d'ol le c ici P
3 oefficient Cn du terme général, d'od la

formule.
* Rémarques.
®Sia=b=1, on - pP=n
s retrouve 2 = P =
g C, (début de ce 52
e Changeant b B
(a-b)P=c%,n e? ;El’ c'est-a-dire en (-1)b, il vient :
)7=C a-C a™ ‘p4...4(=1)PcPa0 PP b :
n n ) Cla "bPre..t(-1) LR,
n

‘ Encore des formules !

®."_ "
= = (a_b)(an‘l i n-2 _ _
a b +20s4 an pbp 1 P— bn—])

La Preuve :
- €en effectuant le second m
; embre.

‘ (] Chan
1 geant b en -p .
» on doit distinguer selon la parité de n

ik (n pair)
- b = (a+p)(a?k? - a2k~2

.Sin=
2
ak

b +...- b2k-1)

Dans le d r l‘
érnie
facteur, alternance i igd
X des s51gn » W' K

“

35

e Sin=2k+ 1 (n impair) <
JELSS I p2k*1 (a+b)(a2k~32k_1b PR Y

finir par +.

pDans le dernier facteur, alternance des signes,

. gi a et b sont réels, il n'existe aucune formule

* Remarque :
zk b2k (i1 n'en estpasde méme dans C).

générale relative aa

@ si 1'on change a en X, et b en 1 (depuis la formule du binOme
jusqu'ici), on obtient des formules pour
(x+1)T, (x-1)", puis x* - 1, enfin ka ‘—,l et ka"'1 + 1.
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CHAPITRE 4

Z - DIVISEURS. MULTIPLES
CONGRUENCES. NUMERATION

1° - Z ET LES STRUCTURES.

@ 7 est 1'ensenble des entiers relatifs.

O on peut écrirez= {...,-n,...,—Z,-l,0,1,...,n,...}.
o (Z, <) est totalement ordonné.
o N estune partie deZ, NcZ. l

® (2.7, +) estun groupe abélien.
. (Z, x) n'est pas un groupe.

° (Z, +,x) est un anneau commutatif unitaire.

O on dit : 1'anneau Z au lieu de (Z, +, x).

2° - DIVISION EUCLIDIENNE.

O on ne éfini ivisi
peut pas définir de division par 0, il est entendu dans
tout i ivi
le chapitre que les diviseurs sont non nuls.

Définiti . s
. inition : la division euclidienne Cer e par b, est

R .
1'opération qui consiste z -

trouver q et r telg que :

a=bg+r et 0<r<lbl

O 11 est
entendu qu'on a - %
q€Z, relN. ' aEZ, beL (b #0), et 1'on doit avoir :
= est
1 Yot
e dlvu:lende, b le divigeyr
’

q le quotient, r e reste

37

0 Fiopridtés
e Lorsque (a, b) est donné, (g, r) est unique.
roduit (abc...) peut s'ob- i

e Le quotient d'un nombre n par un p

tenir ainsi : diviser n par a, puis diviser le quotient obtent

par b, etc...
Le dernier quotient est le quotient cherché, (le dernier reste

n'est pas le reste cherché, en général).

’ Définition : a est divisible par b lorsque a = bru

O a = bq signifie : la division de a par b donne un reste nul.

[0 on dit indifféremment : a divisible par b, a multiple de b,
b divise a, b diviseur de a.
 Eropriétés |
e Si un nombre divise chaque terme d'une somme, il divise la
somme.
e Si un nombre divise a, il divise tout multiple de a.

e Un nombre est divisible par 2 si et seulement sison &criture

décimale se terminme par 0, 2,4, 6ou 8 (on dit qu'ilest pair).

® Un nombre est divisible par 3 si et seulement si la somme

des chiffres (de son écriture décimale) est divisible par 3.

e Un nombre est divisible par 5 si et seulement si son écri-

ture décimale se termine par 0 ou 5.
O Notation pZ : 1'ensemble des multiples de p ol p est fixé
(p #0), s'exprime par ka, kEZ: et se. note pz.
* pZet les structures :
° (pz, +) est un sous—-groupe (abélien) de (Z, +).
° (pZ, +, ><) est un sous—anneau (commutatif) de 1'anneau Z

e Tout sous-groupe ou sous—-anneau deZ est de type pZ.
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3° - NOMBRES PREMIERS.

PV G

ide ¢1éments de N, dans ce 3°, pour ne
O on considéere seulement des &

pas subir la géne de signes + ou =

. péfinition : un entier naturel est premier, lorsque
| p >2 et les seuls diviseurs de p sont 1 et p. |

O ‘Théorémes
@® Sin > 2 est non premier, il est multiple de-nombres premiers.

Preuve succincte : n non premier, donc n-posséde un diviseur
HEMVERSUCCIOTEE

autre que | et m, soit p, et on a : n = pq. On peut toujours
supposer que p est le plus petit diviseur autre que | et n, il
est premier. Car si p non premier, p posséde un diviseur qui
n'est ni |, ni p, ce diviseur diviserait n et sei‘ai-t plus pe-

tit que p : contradiction.

z : v e
@ L'cnsemble des nombres premiers est infini.

Preuve succincte : sicet ensemble 8tait fini, soient 2, 3,5, P
ses léments, ol p serait le plus grand et dernier.
Le nombre pn = i
¥ D= (2x3%x5x4.xp) + I, ou bien est premier, ou
fe i .

estdivisible par un premier qui ne peut pas étre 2, ni3,

ni 5, ete.,. ni
, etc ni p (le reste de la division est toujours 1).

Dans tous 1le : '3 oA j o 5
§ cas, il existe donc un premier plus grand que p:

contradiction,

Bece TSR g RTINS 2 s .
0 Reconnaitte 5ilp eStpramier; seu methoses

1. Théoréme de Wilson
I P premier < p divige {p-1)1 4}

Théora i
Or€me peu pratique dag que p est "

o

; un peu grand',
2. Crible 4'g

Tatosthéne ;

que X% ¢ n cherche le plus grand entier X tel

P, on essaie 1 o
i es divigi

L ons de es pre-
PIBERF2, 3, 5, etp ——51ons de p par les nombres p

T cey jUsqu's . . ! .
inférieur 3 g, si JU8qU7a celui X' qui est immédiatement

aucun reste p'
€ n'est nul, p est premier.

39

ﬁExemple : 79 est premier.

e Le théoréme de Wilson est im

. x2 < 79=>X < 9, ici X' = 7, aucune division (par 9, 35 T3

ne "tombe juste'.

praticable.

{ (Autzes theorzmes

gi p premier ne divise pas a,
o el

@ Théoréme de Fermat :
P _ 1.

alors p divise a
@ si p premier divise un produit, p divise au moins un facteur.
il —_— Loiabala)

@® 1'cnsemble des diviseurs d'un nombre est unique.

@® lLe cardinal de cet ensemble, ou le nombre de diviseurs d'un

nombre n (1 et n compris) se calcule d'aprés la décomposition

: a a 1
en facteurs premiers : n = pl" - p22 p JE pkk’

I Le nombre de diviseurs est (cf.l + l)(u2 +1)... (ak +1) l

*Exemple : n = 540 se décompose en n = 22 x 3% x 5.

« n poss&de autant de diviseurs qu'il y a de termes dans le
développement de (2°+2! +22)(3%+3' +3%+3%)(5° +5%) soit
(2+1)(3+1)(1+1); soit 24 (1 et 540 compris).

4° - PGCD ET NOTIONS ASSOCIEES.

& Plus grand commun diviseur.

O soient les entiers a5 3,5 «ony 2. Le plus grand desdiviseurs

communs 3 ces nombres est noté& pged(a ,a , ..., an), il est au
17 2

moins égal & 1| (donc positif).

® péfinition : pgcd(al, 3,y a)) =d, lorsque
Ii divise chaque a, et d est le plus grand possiblﬂ

[ Lorsque d = 1, on dit que les nombres sont premiers entre eux
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[ Lorsque d = 1 et que chaque pged(a;, aj) est 1, on dit que leg

nombres sont premiers entre eux deux a8 deux

* Des nombres prcmiers entre eux deux 3 deux sont premiers entre

P ' ‘e,
eux, la réciproque n est pas vraie

'ltf Exemples :
« 14, 25, 39 sont premiers entre eux deux a deux, donc premiers
entre eux.

« 30, 18, 25 sont premiers entre eux, mais non deux 3 deux.

O si pged(a, b) = 1, on dit aussi : a est premier avec b (ou b

premier avec a).

Z.XZ_" Z (ou N*) .

*Application pged
(a, b)——— pgcd(a, b)

: ¢ Cette application est une loi interne sur Z, commutative,
associative.

- ' A .

Z O assoclativité permet de se borner au pcgd de 2 nombres, en

pPratique pour 2 nombres positifs.

: deux méthodes (a et b positifs).
Facteurs premiers communs,
825 =3 x 52 x |

l.
de e
d'aprés 1'exemple suivant.

.2625=3x53x7. 1epgcdest3><52=75-

Ne pas oublie
r
que | est sous-entendu dans les décompositions.

N
.

Algori : i i
g .1thme d'Euclide (d1visions<successives)a
® Soit a 1e Plus grand des

nombres a et b, on divise a par b
=bq+ret0<r<b ’ . ’

® 51 pged(a, b) = ¢

|l -
a4 ¢'est-3-dire bg

.

» Né ;
Cessairement 4 = pged (b, r) car d divise

. *r, ddiyg it
diviseur Commun 3 p e; Vise bq donc d divige r, d est donc

°
On recommence POUr b et r , 4

. ' P
§eesalxehon: d Pged(r, r') T+t D gt <r; et by
,» T

Sifs décroisgen: €n continuant les restes succes—

pged
%er reste non nul,

41

e pgcd (825, 2625) = 75 ge retrouve ainsi tré&s rapidement,

2625=825X3+150,825=150><5+7_5_, 150 = 75 x 2 + 0,

d'od le dernier reste non nul : 75.

% Remarques
e pgcd(ka, kb) = k X pged(a, b) .

° pgcd(—%,% = _p_ggi_(ki,_bl (lorsque k divise a et b).
® pgcd(—g, %)= | (si d est le pged de a et b).

e les quotients de n nombres par leur pgcd sont premiers

entre eux.

5° - PPCM ET THEOREMES DIVERS.

& Plus petit commun multiple.

O socient lesentiers nonnuls a,a,, ---53., le plus petit desmul-

tiples positifs communs i ces nombres est noté ppcm(a, 3,5 - ,an).
@ Dpéfinition : 1:1p<:1:n(al » 8,5 nnes an) = m, lorsque

m est multiple de chaque a, et

m est le plus petit positif possible.
Z* <« Z*—= Z* (ou N9

(a, b) —— ppcm(a, b)

* Application ppcm :

* .
® Cette application est une loi interne sur Z , commutative,

associative.

O L'associativité permet de se borner au ppcm de 2 nombres, en
pratique pour 2 nombres positifs.
pretapime v y
() Trouver ppem (a. b):
® Dans les décompositions en facteurs premiers de a et b, on

prend chacun des facteurs premiers, avec le plus grand exposant

8crit.,
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dp% =3 % 52 % 11, D625 = 5 x5 % 7, "le ppdu est

* Exemple :
d'ou ppem(825, 2625) = 28875,

3x53x7’<l1,

a:
* Remarque : comme pour pged, on _ bpem(a, b)

ab
ppem(ka, kb) = k X ppem(a, ) et premie g k

¢ Cing théorémes.

i D.:®cont premiers entre eux, ou pgcd(E, E) = 1.
@® sippem(a, b) =m, ZeL-gso P =T

@ Le produit de a et b (positifs) est égal 3 celui de leurs ppcm

l ab =md

et pged.

@ Théoréme de Bézout
a et b premiers entre eux, ou pged (a,b) = 1, si et seulement si

1.|

1'on peut trouver u et v dans Z, tels que ua + vb =

Preuve succincte et recherche de u et v.

1. Si 1'0on a u et v tels que ua + vb = 1, tout diviseur commun

de a et b divise a donc (ua), divise b donc (vb), divise la

somme donc divise 1 : seul ] convient, d'od pged(a, b) = 1.

- 51 pged(a, b) = | (a et b positifs), supposons a > b, la di-

vision de a par b devient : a - bg=ravecr #0. Sir=1,

c'est terminé, puisque la + (-q)b = 1. Sinon, r »>2 et r<b,

ondivisebparr :p =rq’ +r', onvoit quer' =0 est impossible,

(on auraitb =rq', d'ota =rq'q +r, pged(a, b) = r >2).

) - = »
€ st terminé, puisque a - bq = r et b - rq' =1,
d'ol en &limj
nant r :

*Sir' =,

(-q')a + (1 +qq")b = 1,
* Sinom, r' » 2 4
’ ? 2 et on continue les divisions successives, cela

se termipe = )
car les restes decrolssent, on en déduit u et v.

® Théorime de Gausg

Si a dijy;
1Vise be : S
2 £t 81 2 ne diviee pas b, alors a divise : I
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Preuve succincte : a premier avec b signifie, par le théoréme

de Bézout, 1'existence de u et v tels que ua + vb = 1 ; a di-
vise bec signifie l'existence de q tel que bec = aq ; on écrit
c=lc =(ua+vb)c =a(uc) +v(bc), d'otic =a(uc) +v(aq) =a(uc +vg),

d'oil ¢ multiple de a.

@ Soient les nombres bl, bz, — bn

Si a est premier avec chaque bi’ alors a est premier avec

leur produit

Preuve succincte : pour n = 2, on applique le théoréme de

Bezout, d'od u;a + v;b; = I et usa + v,b, =1, le produit mem-
bre 2membre donne : (u,u,a+ u,v,b, + u,v,b,)a + (v,v,)(b,;b,) =1,
de type Ua + V.b,b, = 1 ; a est premier avec b,b,.

* Le lecteur achévera la récurrence, les calculs sont semblables.

6° - CONGRUENCES MODULO p. ENSEMBLES Z/p Z.

O pans Z, 1les multiples d'un entier p fixé (p >2) forment une
partie de Z dont les &léments (ordonnés) "vont de p en p",
comme on le voit d'apré@s les tables de multiplication, ce qui

conduit aux notions suivantes.
’ Définition : 1'entier p &tant fix&, p > 2,
Lla congruence modulo p est la relation d'équivalence A définie

dans Z par :

adlb signifie "a - b est multiple de p'".

O Notation : a%b se note sous la forme a = b (med p)

et l'on dit : a et b sont congrus modulo p-

w Exemple pour p = 2 : deux nombres pairs sont congrus (mod 2)
puisque leur différence est paire (ou multiple de 2).

De méme pour deux nombres impairs (différence paire).
[er— :
() Classes d'squivalence et ensemble-quotient (mod p)

O supposons a = b (mod p), divisons a et b par p, on obtient

Scanné avec CamScanner



44

[P - = - N
a=pg + Ty, b=pg, + Ty, dou a b =r r, (modp).

Donc a congru 2 b (mod p) signifie r; = rz.

[ La classe d'équivalence de a (mod p), d'apr@s le chapitre |,

est (ici) 1'ensemble des nombres tels que b : ces nombres ont

- ' "
le m8me reste que a, lorsqu'on les divise par p.

O on trouve donc p classes (d'équivalence mod p), qui sont :
. La classe "4 reste nul", ou l'ensemble des multiples de P,
on la note 0 : 0 = {...,~kp,+..,=2p,=D,0,p,2p,...,kp,...}.
On écrit, plus simplement : 0= 2kp, kEZf.

Rappel : p est fixé.

2. La classe "3 reste 1", ensemble des "multiples de P augmen-—
tés de 1™, on la mnote | : I = zkp-!-], kEZ:

3. De meme, les classes 2, .., la derniére est p/—_\l, puisque

les restes des divisions parl p vérifient 0 < r < p - |,

£\

® L'ensemble des classes (mod p), d'aprés 1le chapitre I, est
i 1'ensemble quotient Z/@, noté dans ce cas Z/pz

| Z/Z - 46,15, ..., 575

: (entiers modulo p).

*Exex::ple LA = {0, 1}, (dei p=2),
ol ? est 1'ensemble des nombres pairs, 0 = 32k, kEZg
et 1 est 1'ensemble deg impairs, 1 ".—.'g 2k + i"‘k’é‘Zf )
T — e ) < S O — ’
02ip Zet les strictures, |
K Les classes 0, | :
s0,1,..., 5~
0 1y + P~ sont deg Sous-ensembles de Z, dis-

ﬂlonz. on dit qu'ils forment une

joints deux 3 deux, de ray

partition de /7 . o

‘ Opérations dans Z/PZ

» Additigp définie par

45

o Muni de ces deux opérations (dans 1'ordre 1-2)
e ZAlL est un anneau commutatif unitaire
et c'est un corps commutatif si p est premier.

e L'élément nul est 0, 1'unité est 1.

ﬁ' Exemples : on se borne i donner les tables d'addition et de

multiplication.

1.p=3,Z/2Z =10, 1,3}
+10]1 )3 «xlo | 11|32
olof|i]|:2 dlolols
ili|i]o ijo)|i]:2
2306 |i 31021

Ayant confectionné ces tables, on vérifie "corps commurarif'.

2. p=4,0 /4 = {0, 1,3, 31

o lils]s | Aalila]s
oo ]i]: 3 IBBRE
ili]:]s s IDBBE
AEBRE ABBBE
AEDEE ADBBE

* Remarques
1 /5. est intdgre (pas de diviseurs de 0)
il existe des diviseurs

2. L/ n'est pas intdgre : 3 x 3 =0

»

de z&ro, (voir chapitre 1).

3, On peut exprimer en termes de congruences, les théorémes de :
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. ¢ Z*
« Fermat : si p est premier et sl aedL ,
o
| pecdp, @) = 1 = aP™! =1 (mod p)

. Wilson : si p est entier et si p 2 2,
| p premier <> (p-1)1+120 (mod p)

7° YSYSTEMES DE NUMERATION.

O 14dée générale : représenter les nombres entiers sous des formes
aussi condensées que possible, et cependant commodes pour les
opérations. Pour cela, on se donne un certainnombre de symboles

et des régles d'écriture (ou une seule régle).

‘ L'ensemble des symboles et des régles d'@criture est le’
systéme de numeération. v

Le nombre de symboles est la base du systéme.

¢ Systéme décimal ou de base dix.

® Les dix symboles sont : 0,1,2,3,4,5,6,7,8,9 (appelés
chiffres).
——

1= . -
® La base s'€crit grice aux second et premier symboles cOte-a-

cdte, soit 10 ; on la désigne par b, on 8crit b = 10, on dit
"b égale dix".

Un entier n é ie i a
o (naturel) se décompose d'une maniére unique &

1'aide de la base b, sous la forme :

n=abP4 p=1
P aP'lb .o+ a;b 4+ ay,

ou les aj gont des chiffres

® La régle d'écriture (décimale) est alors :
Ecrire cdte-3-c§
te-3-cdte 4p%p-17+ 3189 (dans cetordre)

¢ Exemple .

quatre mille : .
4210% + Q.02 quatre vingt quinze se décompose en

+ . e 2
9°10 + 5, o 1'écrit 4095 (en base dix),

B

NP

47
<
[ pans les cas "litéraux", on se contente d'écrire

n=aa_...a;a, ou [aa  ...aja,]

p p-! ¥ 1 p p-? 150
dans les cas "numdriques", on a supprimé le surlignage ou les
crochets.

Y Connaissant 1'écriture d'un nombre et la base b, onreconstitue

"inverse'" de la régle d'écriture, par

le nombre par la régle
exemple 7 901 340 représente n = 7+10% +9-10° +10% +3+102 +4+10
(on a tenu compte de : 0-10* =0, 1-10%3 =103 ; on a supprimé +0

a la fin).

§ Systéme binaire ou de base deux.
® Les deux symboles sont : 0, 1.

® La base s'€crit b = 10 et se dit "b égale deux".

O par habitude du systéme décimal, on peut admettre d'écrire 2 i

la place deb, & conditionformelle de ne pas employer 2 autrement. .

O Un entier n (naturel) sedé&compose d'unemaniére unique 3 1'aide

de la base b (ou 2) sous la forme :

-1 N
l:=apbp+ap_lbp + ... + a;b + ag, ol aiE{O,I}.

® La régle d'écriture est la méme qu'en systéme décimal.

a Exemple : cinquante et un se décompose en 2° + 2%

1'écrit 110011.

+2+ 1, on

00 pans les cas littéraux, mémes régles que dans le systémedécimal.

* A partir de 1l'é@criture binaire, on reconstitue le nombre, par
exemple 10 1100 représente b® + b? + b*, donc trente deux,

plus huit, plus quatre, soit quarante quatre (44 en décimal).

. Autres systémes

@ Les principes et les régles sont les mémes que précédemment:
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% Pour traduire un nombre (8crit dans un systéme non-décimal)

dans un autre systéme non-dé&cimal, on a coutume de passer par

CHAPITRE 5

= - " = n
1'intermédiaire du systéme décimal (comme "interpréte').

ﬁ Exemple : si n= 741 en base huit (S)’Tﬂb()leso;|’2!374’5’617), sa | Q' FRACT'ONS- IDEE DE m

traduction enbase cinqest n=3411, d'aprés les calculs décimaux

suivants :n=7+82 +4+8 +1 =481, 481 =35 +452 4145 4 |,

~rm—

1° £ @ ET LES STRUCTURES.

‘ . @ Q est 1'ensemble des nombres rationnels.
I

* Un_rationnel x est de type :
‘ I %
i \ X = -2— , ol pEZ et qEZC)

0 e cpéeataises dans Q.

® Egalité . %/\;‘E?quv = qp'
L . T
® Addition Py2 . P9.*ap
'd e gq qq
1 L]
! ® Multiplication ;: £ x = ___pp‘
7 q q qq
!

@ Muni des opérations précédentes, (@ est un corps commutatif.

O conventions et remarques

I e s e S

® L'élément général %de @Q est une fraction, p le numérateur,
q le dénominateur (non-nul).

- * =
] ® Les fractions %,%,-_—g et généralement g—t (k€l ) repré-

sentent des rationnels é&gaux (% = %@lﬁk = 15k).

{ i ® On convient de représenter, chaque fois que c'est utile, un
|

rationnel par une fraction irréductible i dénominateur positif.

® De méme, les fractions de dénominateur | sont remplacées par

‘! leur numérateur : -_52,2—] = -_12 devient -2, (mais il est parfoisutile

de revenir a -]—2)

P T
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O Avec cette derniére convention, ZC@, I

(' Relation d’ordre.
minateurs positifs, alors on définit la

1
s Bg %—¢>pq' < qp'J

relation (d'ordre) <, par : G

e On suppose les déno

# Dans ces conditions, Q est totalement ordonné

- REGLES PRATIQUES DE CALCUL DANS Q.

N\

3 1'aide de la réduction au méme dénominateur.

0 Sommes :
s BB /BRIy
qQ q q

‘ Produits : "face 3 face" (selon la définition

’ Division : "multiplication par 1'inverse'',

P

(selon le modéle —3— = 2y q_)
P_' q P
q

*Puisque 0 n'a pas d'inverse dans un corps, il est impossible

de diviser par 0 (ou de multiplier par %) dans Q
[ Ecriture "avec décimales".

; b
® Rien n'empéche d'effectuer, en cas de besoin, la divisionde
P Par g en la poursuivant "aprés 1a virgule'.
"

® Lorsqu'elle "tombe juste" » on dit que P— 4 une représentation
décimale exacte.
. T - ]

Sinon, on a une représentarion décimale approchée, c'est-i-

dire u é
ne valeur approchée de R, dés qu'on arréte la division
(avec un reste non-nul).

3° - IDEE DE R,

0O Lorsque 1a division de p Par q ne "

que la liste deg chiffres fini¢
dire que 1°'

tombe jamais juste", om prouve
par devenir périodique, c'est-d-

on retro
uve deg tranches Buccessives identiques.

Y

—— e i

ST

51
|
17 =16, 285714 285714 28.... ... g 111
¥ Exemple. 114 :7 .

[ cette propriété est caractéristique des éléments de (), si 1'on
considére le cas "tombe juste" comme particulier (les tranches sui-

vantes sont des zéros, donc identiques).

Y Or, il est facile de créer une liste de décimales n'ayant pas cette

propriété ; autrement dit, on peut créer une représentation d'un
nombre non rationnel 3 partir d'un rationnel, par exemple en in-
tercalant 7 entre lére et 2éme tranche, 77 entre 2€me et 38me tran—
che, 777 entre 3éme et 4&me, et ainsi de suite, avec un 7 de plus

i chaque nouvelle insertion, et ceci indéfiniment.

Y Donc, "il existe" d'autres nombres que les rationnels, mais la

reuve rigoureuse n'a pas sa place dans ce livre.
P

En "rajoutant' ces nouveaux nombres 3 tous ceux dé&ji &tudiés
(entiers naturels ou relatifs, et nombres rationnels), on ob-

tient un ensemble '"complet', désigné par IR, tel que :

NcZ c@cIRJ

% on peut cré8er des ensembles "encore plus vastes" que R, en par-

ticulier C (chapitre 7) ; on a : RcC.

4°) /RAPPELS

e i s s T

0O soit %eQ (peZ, q€Z).

@ Puissance nio"® (ne N* ) 3 ( )" B,

. : , 20 fp  Ap ; P20
@ Racines paires : on ne peut écrire q EVE'QUE-“ ‘letq>0

i . 2m £0).

@ Racines impaires : on peut toujours &crire = "“V_ (q
- ; . s
@ Exposants négatifs : a " = —ln (convention) devient (;]p‘) ‘(p)

a
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CHAPITRE 6

R - VALEUR ABSOLUE. RACINE CARREE
CALCULS APPROCHES

1° - R ET LES STRUCTURES.

‘ R est 1'ensemble des nombres réeels.

0 (R, <) est totalement ordonné.

’ (R, s x) est un corps commutatif

appelé 1le corps R |

O L'ensemble R peut 8tre muni d'autres structures, amenant ddire
" "
1'espace R , et dans ce cas il peut s'agir d'un cas particu-

s 1 : .
lier d'espace vectoriel ou bien d'espace affine,

B T
O ‘}i‘cg'rps_R_espagcylgéq;e‘ﬁ, ce qui signifie :

pour tous réels a et b (tel que b >0), il existe un entier n

r tel que nb > a,
® Stabilits d i i i

11ité d'une loi interne : soit (E, *) ol # désigne une loi in-
une partie de E ; on dit que E'
lorsque cette 1loi est interne pour E'

terne, spoit E'
est "stable pour ",

, d'oli la formule.: 0

uE' Stable pour ) <>(a # bEE', V(a,b)EE'?)
ﬁ' Exemples :

1
N, Z, Qsont des parties de ]R

» chacune est stable
s Stable pour X,

pour + i
sl ' Mals ce ne sont pas les seules (1l'en-
€5 entiers pajrg convient)

* Q est dense dans R

cet -
te densité peur se traduire ainsi :

a Entre deux réels distinctg
’

.o
; 81 proches soient-ils", i ist
au moing s nt-ils", il existe
Un rationne],

L 53

| o On en déduit : entre deux ratiomnels distincts, il existe au
moins un réel ; cette propriété permet 1'encadrement numérique
d'un réel "d'aussi prés qu'on veut" par des rationnels (ou des

décimaux.

1 a2 - MAJORANTS, MINORANTS, BORNES, INFINIS.

. Définitions : on considére un ensemble ordomné (E, <).

(E.<)
@Uue partie A deE est majorée par M, lorsque

leEA, ona : x <M (avec MEE) M

@ Une partie A de E est minorée par m, lorsque
Vx€EA, on a : m € x (avec mEE)

O M est appelé un majorant de A, m un minorant de A.

@ Bornes de A : lorsque la partie A de E est majorée, on appelle
borne supérieure de A, notée Sup(A), le plus petit majorant
de A. -

De méme, borne inférieure de A, inf(A), le plus grandminorant.

¢ & de R (ordonne)

Rt S

e

Toute partie (non vide) majorée de R admet un plus petit ma-

jorant, c'est-3-dire une borme supérieure.

De méme pour minorée et borne inférieure.

* Remarques sur ces propriétés des parties de R.

* Ces propriétés (admises) ne sont pas &videntes.
* 8i A vérifie ces propriétds, Sup(A) existe, mais on peut
avoir Sup(A) €A, ou bien Sup(A) ¢ A. De m8me pour inf(A).

* Ces propriétds sont vraies dans ]R,mais pas nécessairement

et

dans @ : voir contre-exemple suivant.

e ome

: 2
)¢ Contre-exemple dans @ : soit ACQ, A =;%/%2‘ < 2‘ :

————

S e
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1. A n'est pas vide, A est majoré (par des rationnels).

' 2. Cependant, A n'admet pas de plus petit majorant rationnel,

P (on le démontre "par 1'absurde" en examinant tous les cas).
| -
0 Intervalles de lR

O Les intervalles de R sontdes parties de R "d'un seul tenant",

le lecteur est censé connaitre la signification des écritures

telles que : . AR P
i [a,b] , la,bl , Ja,b] ou [a,b[

¢ Infinis.

O R 1ui-memen'est ni majoré, ni minoré.

VISP

O Pour exprimer certaines propriétés, on convient d'écrire un

intervalle minoré (par a) et non majoré sous la forme :

o

[a, +=[ sia appartient 3 1'intervalle 3 ou sinom : Ja, +oof,

| ® De méme pour ]—=, a] ou pour ]-=, af,
L”" et — sont les symboles des infinis,

K les infinis ne sont pas &léments de IR,

* On peut écrire R

Y N

[ e Y

= ]-=, 4=[. Cependant on ne dojt pas croire

que les infinis sont réels (pas plus que rationnels ou entiers).

3° - VALEUR ABSOLUE, RACINE CARREE,

—

e

. Soit Y un rée] @ une expression Prenan

®Lla vValeur absolue de Yy se note ]Yl
L IYI est le nombre

t des valeurs réelles).

Positif ou pyj défini par :
[t =0 <>y .y
ltl= vy <y5 g

o

e

55

e La racine carrée de Y se note /Y,
e /Y est le nombre positif ou nul dont le can:é est Y.
Y
* Remarques
O 11 y a deux nombres dont le carré est 25, ce sont +5 et -5,

mais celui qu'on note V25 est +5 (l'autre est noté -v25).

O Les deux nombres dont le carré est Y sont appelés ou notés

- ~ 2 n
racines carrées de Y'en toutes lettres".

¥ Si 1'on cherche x tel que x? = 25, toute &criture telle que
x =% 5, x =+y25 est incorrecte ; par contre, il est correct

d'écrire : x? = 25 <>(x=5 ou x =-5).

De méme, sont incorrectes les &critures suivantes :

VxZ = *x, ou seulement : vxX? = x, vx7 = -x.

Par contre, il est correct d'écrire : vxZ = |x|, %7 = -|x]|.
» Si 1'on suppose x > 0, on obtient vxZ = x et -/x? = -x.

* Si 1'on suppose x < 0, on obtient vYx? = -x et -/x% = x.

ini ij i R* R appelée
Le symbole ¥ définit une bijection de RS-:-H .
R —

racine carrée, de schéma v : /e
X —_— VX

___ 4°- RAPPELS SUR EQUATIONS ET INEQUATIONS. -

S

P A

_f:bp«-mr

Ty 2 *ea une ou
‘Equation‘: se présente sous forme d'une &galité, contenant
e -
. - : er.
Plusieurs lettres représentant les inconnues 3 trouv

es
2 = , : 3 s les valeurs d
® Résoudre 1'Equation consiste 3 trouver toute

. & ité érifiée.
inconnues pour lesquelles 1'égalité est vérif

. Vs . trés abusivement
® Ces valeurs sont les solutions de 1'Equation,

appelées 'racines" de 1'équation.

* Rappels : tes tormes
. e
@ On ne modifie pas une &quation en transposant ces
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d'un membre i 1'autre (avec changement de signe), ni enmul-
tipliant (ou divisant) les deux membres par un méme nombre

non nul.

(3.) on risque de modifier une &quation en multipliant (divisant)
les deux membres par une expression contenant une inconnue,

"z

a plus forte raison si on "é€léve les deux membres au carra",

'g})Trés souvent, il est commode de ramener 0 au second membre

(2 1'aide de transpositions seulement), puis d'utiliser les

résultats relatifs aux produits nuls ou fractions nulles.

¢ Systémes d’équations.

® Un systéme d'équations se résout en g€néral par la méthode des

substitutions.

® Toutefois, le lecteur connait certainement les méthodes dites

par additions, par les déterminants, (relatives 3 des systémes

particuliers).

®En général, n inconnues sont déterminées 3 partir de n 8qua-

tions. Si 1'on a moins de n quations,

des inconnues s'expri-
ment en fonction deg autres.

Si 1l'on a plus de n équations, il
L] - . .
N’y a pas de solution, mais ceci n'est pas une régle absolue.

’ Inéquation :se Présente sous fo
\

rme d'upe inégalité (signe <, ou
>

ou i a
s #) contenant des inconnues (a trouver). Résoudre consiste
a trouver touteg les valeurs des inconnues

pour lesquelles 1'iné-
galité est Vérifige.

* Rappels :

o - A
0 ne modifje pag une inéquation par des
en multipljant (ou divisant

nombre positif,
(:) Par contre, op !

transpositions, ni
) les deux membres par un méme

!
renverse le gepg" lorsqu'on multiplie (ou

membres par up mape nombre négatif,

divise) les deuy

57

(;) On risque de modifier une inéquation en multipliant (divi-
)
y sant) les deux membres par une expression contenant une jip-
connue, 3 plus forte raison si on "éléve les deux membres

au carré".

To<ac<hb = a? < p?

a<b<0=>a%2>p? et non pas a? < p?

¢ Systemes d’inéquations.

® Les méthodes de ré&solution d'un systime d'inéquations sont

trés diverses, mais le plus souvent ce sont des méthodes par

représentations graphiques.

5° - VALEURS APPROCHEES.

alien:

S

SO
S
.
3,

O v'écriture décimale d'un rationnel représente cer?tionnel lors-
_ : 3 p_p A
que lad&finition de 1'égalitéd est satisfaite (E —?¢>pq p'q)

Dans ce cas, on utilise le symbole =

2 ) — z Bepie
ffExemples . %.: 2 T = 0,4 S 54,71875 sont des écri
tures correctes.
- 2 > ' ] -
O En pratique, on admet 1'emploi du symbole =, 3 condition d'uti

liser des points de suspension, dans les cas suivants

i L G TN OO
l. Suite décimale limitée mais trop longue : 37 - >/
. e e I 2 0,57
2. Suite décimale illimitée : 3= 0.33:: as 7 s

I1 vaut mieux employer le symbole =, dans ces cas.

| = signifie “est proche de" .

* Remarque,

£
=

—

y s ' est rien :
5 = | et = = 0,5 semblent contradictoires, il n'en

€]

il suffit de préciser des régles d'emploi de =
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Y¢ Exemple fondamental.
rationnel, 'HE]R—Q,; on sait

355
mais "plus proche" de 3

O 7 est un nombre réel mais non

22
que T est proche de =
on peut écrire la suite illimitée (non périodique)
sous la forme T = 3,1415926535.

D'autre part,

des décimales de T,

On écrit donc, correctement : T =

22 _ _ 355
7 113

Oon a :"3,1415 < 7 < 3,1416 (7 encadré par deux rationnels)

« 3,1415 minore T, on 1'appelle valeur approché&e par défaut de.

* 3,1416 majore T, on l'appelle valeur approchée par excés de 7.

On a m-3,1415 < 3,1416 -3,1415, soit : m-3,1415 < 10",

ona : 3,1416-T < 3,1416 -3,1415, soit : 3,1416 -7 < 10" ".

* La valeur 3,1415 est dite approchée i 10_.' prés par défaut
de .

* La valeur 3,1416 est dite approchde a 10 " pPrés par excés

de ™.
* Chacune de ces val e 3 ik €
valeurs est une valeur approchée i 10 prés.
¢ Définitions.
%
51 a désigne un "réel exact" et a' upe valeur approchée de a,

Vs 2
@ L'incertitude absolue correspondante est a - a'.

i .
@ L'incertitude relative correspondante est 2
O En Pratique,

e = " .
e e t tout faux-probléme mis z part, on ne peut pas
uler les
1ncert1tudes, On peut seulement déterminer des

|
Jorants de leurg valeurg absolues

W Probleme trajce

» et parfois leurs signes.

: soit a = Y2
m-1* trouver une valeur approchée

a
yant deux décimaleg eXactes,

-2
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\\
(-W par précaution, on prend 2 décimales de plus qu'on n'en N
demande, ou que ne l'indique le 10 “%. Les valeurs sont lues Ng,
’
dans des tables : V2 = 1,4141... = 3,1415...

it
(2; On conduit deux calculs, de manidre 3 obtenir la garantie

d'un résultat par excés et d'un autre par défaut.

1,414

Excés : ————=0,6603... d'oli 0,660@ par excés.
2,14105

1,616

Défaut : —————= 0,6603... d'od 0,660(3) par défaut.

2,141(6)

On a donc "garanti" 0,6603 < a < 0,6604

»h(:> On peut affirmer : a = 0,66 avec 2 décimales exactes,
a=0,66 310 > prés (par défaut),
en effet 1'incertitude absolue est "3 coup slir" majorée
par IO—Z.
Par contre l'incertitude relative (majorée 3 coup siir par

1072 o ,01
0, 66) donne lieu au calcul e 0,0151..., onlamajore
’

donc par 0,016 ou 1,6 Z. A

| % Formules utiles si € est "petit".

§ | +e)* =1 + ae pour tout exposant réel o. “&Q?

ar exemple V] +g = +E = - E ~ -
P P . 2’ T+e . 2’ 1 +¢ } S /
| Log(1+e) =€, e 21 +e. \

2
| E en radians : sine = g, tg€ = g, cose= | _ET‘ lV

EIPCIRS =5 3a P

P T——
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CHAPITRE 7

C - CALCULS COMPLEXES.
IMAGES GEOMETRIQUES

1° - € ET LES STRUCTURES.

O commentaire : dans IR, une équation du second degré 3 discri-
minant négatif n'a pas de solution. On a cré&é des nombres pour
lesquels cet inconvénient disparait, tout en conservant des

régles de calcul "trds proches” des régles dans |R.

’ {On obtient 1'ensemble C des nombres comp/exes muni d'opérations

rappelées dans le reste de ce chapitre, et tel que RcC

o (C, +, x) est un corps commutatif, appelé corps C.

o R est un sous-corps de C, les opérations usuelles dans R
sont des cas particuliers des opérations dans C.

¢ C n'est pas ordonné.

® C peut 2tre muni de structures d'espaces (vectoriel ou
affine),

2° - PREMIERE FORME DES NOMBRES COMPLEXES.

O on &cri ” 2
it un nombre complexe z & l'aide de 2 nombres réels a et b,

S0uUs une premi&re forme (dite algébrique) : z = a + ib l

4 LETER ﬂfﬂ&éﬂ”ﬁ Ae(z); est la partie. réelle de z.'

0 &@ELE“ﬁai’ﬂéﬂm(z),‘ est la partie 'imagitiaiiéé’gg'rz:, '

[P RS RECRCPI . b e

c o TTE Tet que . 1% .= -1 ce qui montre que i n'est
B gy, e R e Tuonere AuaTL

D En rati
t -
Z lque, on reconnatt aisément les deux parties :
d partie réelle '"pe dépend pas" de i (g{e(z) = a).

S
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1
inai N icient de i'", et c'est
@ La partie imaginaire est le "coefficie "

nombre réel (Jm(z) =b, et non ib).
= a' +ib'.

. 4 L
=g + ib, soit z ' = a

un

¢ Regles opératoires dans € : soit z
arties réelles et imaginaires sont

@ Egalité : lorsque les p

respectivement &gales

Iz=z'<'.'>(a=a' et b =D>b")

@ Opérations +, =, X *
(@) Comme pour des "polyndmes en -i".
@ En remplagant i? par -1 chaque fois que possible.

O on obtient les schémas suivants :

e z+z'=(a+ib)+(a'+ib') d'ol z +2z' (a+a')+i(b+b'")

(a-a')+i(b-b")
(aa'-bb')+i(ab'+ba')

e z-2z'=(a+tib)-(a'+ib') d'od z-2'
T

@ zxz'=(atib)(a'+ib"'") d'od ZzZ

. z a+ib
O Pour la division, ou le rapport = = ot (z' non nul) on

fait apparaitre les 2 parties du résultat par une régle spé-

ciale
@ Multiplier "haut et bas" par le "conjugué du bas".
, @ Effectuer les nouveaux calculs.

-—..“f;&mﬁ-gﬁﬁﬁn'u= a' + 1b" est noté z', défini par
l:' =a'+ib' <> z' = a' - ib’

O ta conjugaison revient donc 3 changer i en -i (ou —-i en i).

(a+ib)(a'-ib")

lDOnobtient:—§—=—z-:-<."’:,_ ou 2% ie
z' z' z! zvzt ? soit : (a'+ib')(a'—ib')
] ]
i Z _ aa +bb .ba'-ab'
finalement 3T = STIETS % i3 S

. - . . . Z . - - -
® Les parties réelle et imaginaire de 2+ sont ainsi séparées.

o La conjugaison est un automorphisme de €, pour 1les opérations qui

font de C un corps (et pour les opérations qui s'y raménent).
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i z) ne comportant que des
e En pratique, toute EREEERET £) 7Z) vérifi images usuelles.”
) ‘ents ou puissances n (nel) vérifie O Imag i
sommes, produits, quotie v
f(_z_) =f(Z)- ﬁ " = =-a+ib b z=a+1b
. : ive ¢ (z2) = 2. L] N s
e La conjugaison est involuti e //ju’
~ - I
b ! B ] #=, - I
¥ Remarques \ I ) i ~. - C/D/ - :
2 o s
N s a + b = (a + lb) (a lb) ’ | ~ b - ! x
A 1) Produit remarquable dans ¢ 1a -1 -~ ai
" : g% 5% em s pule SN st taid b : ~ ~
B 52 = =1 a0l i3 = i%.i, i* =-i ; puis i i%ed l1ei, it =41, : - —l“—@\\\ i
s 15 = +1, 18 =-1, i’ = =i, etec... P ~_ !
Par sulte, 1° = ’ ’ 6 B \._
s s & & . oy 2 - - —-ib
Nlelyr on 2L a'el L= -i, et ainsi de suite. 1 z =-a-ib z=a-1i
S G = +1 1 |
@ Toutes les formules, régles, etc... qui sont valables dans le 1
corps R restent valables dans le corps C, pourvu que 1l'on e Le schéma montre, 3 partir de 1'image de z = a + ib, les
"respecte ™ =-1", images de : z =a - ib, -z = -a - ib, et —?, obtenues par des
; symétries évidentes.
e 3° - IMAGES DANS UN PLAN. / ' - @ z = 0 a pour image 1'origine, i et —i ont les images indiquées,
z = 1 a pour image le point (1,0), z=-1 apour image (-1,0).
O A 1a manizre des réels et des points d'un axe, on peut faire cor- @ Si z = a + ib se réduit 3 z = a (réel), son image est sur
respondre les complexes' et les points d'um plan (rapporté i2 axes 1'axe Ox.
i ® Si z = a + ib se ré&duit 3 z = ib, on dit que z est imagi-
d . Au complexe z = a3 + ib, on associe 1'image M. de z dans ce plan, naire pur, 1'image est sur l'axe Oy.
en premant pour M 1'ab5cisse,égalg da, 1'ordonnée égale ab \ y
. Rec:.proquement, au -point M(a, b) =
¢ 3
de ceplan, onassocie le complexe 1% ) a
. =21 ib appelé affixe de M LD TR LA
0O P s M of =
: On réali T . o 1L ©
3 ea(l;se ainsi des bijections 4 .a
i 4 entr
1 . eV et le plan (affine) mupi 5% =
Un repére orthonorps 0 N gy O t i
g, U 1 ‘ :
i est appels p1 ntelplan Z I l * Images des opérations.
‘ 2y 2221 complexe, i1 copg- )
i - ; . 5 .
.ue ine 1'el)resentat:ion gEomé- 5 3i O on peut associer 3 z = a + ib le vecteur (Tﬁ au lieu du point
tr L = - —»
‘e de €€ €St une reprg #imig g M, et a 2' le vecteur OM'. Dans ce cas :
1 tion"mméri ue" ApEBents.. Schéma 5. 3
L que” de ¢e plan, M(—i, 5)

Scanné avec CamScanner



64

e L'addition z +2z' revientd la e La soustractionz-z' revient
— = = - e (] P N

somme vectorielle OM+OM' = 0S | 3 la somme z+(-z'), d'ol la fi-

(régle du parallélogramme). gure, que le lecteur interpré-

)
1
1
1
|
}
-
1

' |

E:)_,_;f—s(z+z ) | ‘y
,,’ : M'(z')
/
|
AMez) : /, M(z)
| 0 . -
X 1 ,l ‘\\\ / X

1 / e o
: t/{,, z -z
| =Z"
|

® La multiplication zz' revient 3 une similitude appliquée i
| M, ou bien une autre similitude appliquée 3 M', chacune de

| ces similitudes est précisée au 6°), leur centre est (0]

4° - DEUXIEME FORME DES NOMBRES COMPLEXES.

| K Remarque fondamentale : il revient

j au méme de donner les coordonnées ’/,
(2, b) d'un point M, ou bien de don- ,M ga,:é ::
ner la distance d(O,M)/\= r et une el 21
mesure & de l'angle 6;,6»71. 3

. Définition : si z=a+iba pour image M(a b)
’ ’

‘ ® on note |z| et on appelle module de 2z
la distance de 1l'origine ay point M

\—
: ® on note arg z et on a
7 nore 252 <t on appelle argument o
1'angle Ox,OM.

ETTRLD e s
{ [Propriates)
S AT
® |z| est nécessairement positif

> seul |g| o Gl 7
déterming), LT (et Arg ()i

1 65

e arg z posséde une infinité de mesures ; si © est 1'une

d'elles, on peut gcrire : argz = 0 + Zk‘n(kEZ), ou

argz = O(mod 2m).

r et argz = ©(mod 2T), on a d'aprés le théoréme

e 5i |z| =
des projections (chapitre 2) :a=rcos0O, b =rsin®, d'ou

I 2z = a + ib s'écrit z = r(cosO+1isin0).

[0 conventions
e On peut abréger z = r(cos O+ isinB®)en z = [r,O]l

e On appelle forme trigonométrique de z 1'une ou l'autre des
formes r(cos® +1isinB®) ou [r,0], (2° forme des complexes) .
misa i

.

Y% Passage d'une forme i 1'autre :

p @ Connaissant la forme z = a + ib,

on a évidemment e |z| = = /aZ+b?2
a
cos @ = =

L puis, (modulo 2m) e argz = @ tel que b
I sin® = —

T
! @ Connaissant la forme z = [r,@_] ou z = r(cos@+1isin0),
L on a évidemment e a = rcos®, b = rsin@ I
{
{

ﬁ' Exemples

| B

f ®Siz=l+i/§,ona

’ lz| = /1+3 = 2,

i cos@=5
| arg z = O(mod 2m) avec 73
{ sin®=—2—

d'ol argz= g—(mod 2m) .

@ Si z = [3, -}I—],on az= 3(cos£+isin£)

4 4
d'Oﬁ z = %2- + Siiz— (Qu z = L“.ﬁ)
8 vz
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5° - UTILISATIONS DE LA FORME TRIGONOMETRIQUE.

S T EERSRRRRRERNRe,

O On ne peut rien dire i 1'avance sur le module et 1'argument

\J - .
d'une somme de complexes i partir de ceux des termes.

O rar contre, les résultats suivants sont particuli@rement simples

=] Fgeilitf : lorsque les modules et arguments sont respectivement

épaux,

u =z2'<>[z] = [2'] et argz = arg z'(mod 2m)

(] Produit, par : produit des modules et somme des arguments
I [r,0] x [r}0'] = [rr', 0+0']

Ra -
& PPOrt, par : rapport des modules et différence des arguments

[r,0] r
[r : = I;T’ e-'e.]
@ Puisssance i &
uisssance n (el ), d'aprés le produit répété n fois :

% Cas des racines carrées
: .
—=8 Le symbole v~ gtant réservé 3 IR+

des réels r Vvérifiant r > 0
4o 11 n'y a

gcrit-on :

» on ne i'emploie que pour

pas d - 2
€ symbole particulier dans le cas de C, aussi

racinesg carrées 1
de A "en toutes lettres", si aeC.

~f-® Soit A = [R
: : I ,Q)] un complexe guelcongue, donné sou
orme (ou mis goug cette forme) o

Les raci
ines carrées de A sont deg nombre
s z

tels que 22 . A

® Posant z = [r,@ i
], on obtiene [r%,20] = [R,a}

d’ el . 2 =
'ou : T R et 20. a(mod 27),
d'od : r = JR et G = g»(mod‘n)
—_———
o1 i
1 existe donc deyx facines carrées de A = [R,a],

de méme module /K
d'ar ts: 1'un &
guments : 1'un 5(mod 2n), 1'gucre % + m(mod 21)

—
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Ces deux racines sont opposées, leurs images sont symétri-
o

ques par rapport a Oa
by

-~

O Commentaire.

On voulait faire disparaitre l'inconvéni
‘ ) ) L,
cond degré 3 discriminant A négatif, qui n'o
e i idérer

dans R faute de racine carrée de A. Il suffit de reconsidér

cela dans C.

g 'k Exemples :

@ x2 + 1 = 0 n'a pas de solutions dans K- ,
.2 :
S 2 _ _ ' =
z?2 + 1 = 0, dans C, peut s'écrire z° = 1, d'ou z s B5M
=1i ou z =-1.

il y a deux solutions : z =1

@Plus généralement, tout réel P’
négatif a deux racines carrées
(opposées) dans C : prenons

g A=-4, d'od |A] = 4 et (racine de =4)~ |

arg A =T(mod 27), on a soit A X
iy o 1

par leur module et leurs ar-

guments, soit d'aprés -4 = 4i? (racine de -4}~

(carré de 2i ou de -2i), les

deux racines de -4 : 2i et -21.
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{ Caractérisation des imaginaires purs. i .
e 11 existe donc n racines n de A = [R,a]

= 0 mis 3 part, un imaginaire pur est de type z = ib (b :
5 D | de méme module" /R

le carré est réel négatif, ° 1 -
d'arguments respectifs :

= —bz
a , 27 o gy 210
%(mod 2y, &+ 2l (mod 21), ..., + (1) (mod 2m)

réel) d'od z? =
e Réciproquement, un réel négatif peut s'écrire -b? (b réel), {

ses racines carrées ib et -ib sont imaginaires pures,

ou i%b? :
iémes)

* N .
L'ensemble iR des imaginaires purs non-nuls

est 1'ensemble des racines carrées des nombres réels néga- |

¥t Exemple : racines cubiques de I (racines 3
. On pose [r%,30] = [1,0], d'od r¥ =1 et 30 = 0 (mod 2m)

27 P 2m 4T

let® =0 (modT) ; 3valeurs principales 0, 5, 5~

P | d'oi r =
O Retour aux racines carrées. )y
e z% = A, avec z = [r,0] inconnu et A = [R,q] donné, amenait - D'olt les 3 racinmes : .
. . o : I~
aux deux racines carrées : z = [VR,z] et z = [VR, 2 +7]. 1 - Y
- s . - 4 Y
® On peut aussi faire des calculs "algdbriques", notamment si ; [1,0] = 1(cos0+isin0) =1 i !
! adl
A est sous la forme a + ib et n'a pas un argument "simple". e 0 P )
' - [ ﬂ]=cosﬂ+isin—zﬂ=:—l-+i£ % 2 /
W Exemple : soit A = -5 + 121, on veut les racines carrées de A. "3 3 & % z L8 /’/
e Poso +iy)? = 1on . 52 25 oz i = . S
ns (x+iy)® = A, d'od : x? - y>+ 2ixy = -5 + 12i, oti i1 4m G oo AW =B 3 j ou j?
[1, T] =COS—3—+ 1 51n—3-——2—— 17

est entendu que x et y sont réels ; onobtient le systéme
6

3 xz-y2=-5
Xy = s C e o
. On désigne respectivement ces nombres par I, j. j~ ou ] J

: : _6 co o
On en tire y = % ©f par substitution : x? - 32 = -5, d'ol
X

m
) g s g
36 5x", qui s'écrit x" + 5x% - 36 = 0 5 cette Equation
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bicarrée donne : = 2 _ =5+13 Zet
. 8=169, x* = =2 = 4, on rejette x? =_§z_1£ 6° - COMPLEMENTS DIVERS. 3
1el, x est réel et x2 ne doit pas étre négatif.- e EvEl
3 1] \\
® Il reste x? = 4, et compte te d 6 * Ima.ge du produit zz'. N,
mley = z=[r,0], 2'=[r',0'] et zz" = [rr’,8+:0"] p N
on obtient X=2etys=3 s — — \ Mo .
S ayant pour images M, M' et P( ou OM, OM ' g BE
® Les 4 Dt A et OP) o M
racines carrées d g o 2 Q -
’ Racines iémes( . e (=5+12i) sont done (243i) et 1'opposé, l. On peut partir de M, on obtient P 0 *
bl n
| nelN ) | par la similitude de centre 0, rap- LY B
u le cas g re’ > ]
z = [r,0] o8 R €arrées, si 1'on cherche maintenant port r' = |[z'|, et angleO'=argz', “ 5 :
= [r,0] tel n _ i 8 e o - S
[",n0) [R e Rkl [R,a] est connu, on a ; geghiquse § M Y i
5 . M 2 4 .
» 23 Aol 2% - R et 08 = g(md amy. 2, On peut partir de M', on obtient P o el
® On obtient y = "R 26 Bim E(mod 2 par la similitude de centre O, rap- e
n n’’ port r = |z|, et angle © = arg z, x
| 0
: appliquée a M',
N Jh__d,
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* Cetia trigonométrie.
*
On a vu : [r,G)]n = [rn,nO] (nEIN ).
On peut &crire : r™(cos O+ i sin G)n = rn(cos nO+1isinnd), et

simplifier rn, d'ol la formule de Moivre

[cos no + isinn® = (cosO+1isin®)"

w Exemples d'utilisation :
() c0520 + isin20 = (cosO+isin0)2,
d'oll cos?0 - sin?0 + 2i sin® cos 0.
Séparant les 2 parties, on retrouve :
cos 20 = cos?0 - sin2 0 ;_t sin20 = 2sinO@cos O
@ De méme, cos 30 + isin30 = (cos©+1isin0)? améne 3 .
cos 30 = c0s%0 -~ 3cosOsin20 et sin30 = 3cos?0sin0 - sin’e

1 P -
qu on transforme aisément en :

cos 30 = 4cos® 0 ~ 3cos O et sin30 = 3sin 0 - 4sin’®0@

O ©n'a v que tout nombre complere’
généralement, le théoréme de d'A

T v somoee ] Sma sy
RoRSEle i Ea i T : plus

o

lembert préc-ise. :

T - . i i - 3 ff 1

O‘ute Equﬁtlﬂn e egte nl coe iCierlts comp eXes (C

l reels) pPosséde exactement n solutions daus C
7 .

® Une solution double compte pour de

ux,

triple pour' tros
oLs, et
La preuve du théoréme p!' ,

ainsi de suite.

. e .
ce livre. St pas du niveau de

¥ Equation du 2° degré dans (,
Les régles "réelles" restent valableg
2

3 condis+s
user du symbole v mal 3 propos. ondition de ne pas
Résoudre : iz? - 2(1-i)z + 4(14+2i) = ¢
» On a A' = (]—i)2 - 4i(|+21), d’ol Ar

=8 < g
» Comme rappelé au 5° N

» 0N trouve leg racinesg de A

1'opposé. 3~ et
* On peut aussi "g'en douter", car 8 - @i contient g4

t.m peut présumer d'un carré, dont le double Produj¢ ;Ez b/
invite 3 essayer (1-3i)2, oy (3-i)2, * 34

le second convien

P e ——g——

Y
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Appliquant 1a formule du cas réel, on éerit ici :

_ (1-i)+(3-i) ce qui donne z, = -2 - 4i
2, = 1 4 3
1-i)-(3-i "o = 2i.
et de méme zzs_(—_i__—-‘ d’ot 2z, :

O»rThéaréme' dans le cas de coefficients réels, 1'équation du se-
R 0 avec A < 0 possé&de toujours deux so-

cond degré az® + bz + c
lutions complexes conjuguées. -
T T -

. =22 & d'od 1
_Preuve succincte : A est de type A% (X réel), —b+iA

ses racines carr@es il et —iA. Les solutions de type —5_— et
-bz—a].}\ sont conjuguées. /4 . - o f ,}/;::/’i
O ",'Fdrxr'm.i'l_es utiles.! . 2« -7
T PY L;formule >(az+b2) = (a+ib)(a-1ib) peut s'écrire :
|z|? = 2z
- (arib)+(a=ib) . 4 - (avib)=(a=ib)
e De méme, a = 5 et 51
1 e
donnent Ige(z) = 5(z+2)
B
I Jm(z) -5
e Pour qui sait manier les exponentielles, on peut utiliser :
cos® + isin® = e'~ (convention d'&criture),
b el _ i®
d'oi : z = [r,0] s'écrit z = re ,
d'olu toutes les régles de calcul, 5983 les formes :‘
i i0* i(6+0') _rel r, i(0-0")
(rele)(r-el ) = (rr')e o = (F)e , etc...
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CHAPITRE 8

FONCTIONS. LIMITES. CONTINUITE

1° - FONCTIONS : ETUDE ET REPRESENTATION GRAPHIQUE.
R——R

X ——u f(x)’

O On se borne ici au cas des fonctions de type f :

(ol x peut donner z&ro ou une image f(x)).

O on suppose connues les notions qui vont intervenir dans ce para-

graphe, certaine é i sd
phe, $ sont rappelées dans ce chapitre oudans d'autres.

@ Plan d'étude et représentation graphique de f.
paragraphe).

(résumé en fin de

@Trouvet le domaine de définition 9
f

° 9 est 1 ensembl e des x tels que f(x) eXlste
£
3

que f(x) représente une valeur bien dé&

» et le domaine d'étude D.

c'est-3-dire

fini
salf que 3 nie et calculable ; on

. 2':g(x) i i
# €Xiste si et seulement si g(x)(3) o
~s L

* Une fractio i i
n ratlonnelle (xrreductible) existe Si et seu

as nul.

si g(x)(:)o,

& ;o
ns de parjtg Oude pério

lement si SO nomi
n dé in
ateur n'est P

J * Loglg(x)] existe si et seulement

I
E
| ® On détermi i
L ine D par des considérati
1 dicite,

* £ est impaire lorsque : VxeDy

f:f(‘x) = -f
lorsque : Vxegf s By i(x).
* f est P-périodique (de Période P) 1op =%
1 tel que Vxe.@f,f(x+1’)=f(x).

!
E « f est paire

squ'j

1 existe p %0 ;
o

P

73

- T 7 .
e Graphiquement, dans un repere (0,1,3) ou (0x,0y) :

. §i f est impaire, la courbe représentative Cf admet O pour

. 2 .
centre de symétrie ; si f est paire, Cf admet 1"axe Oy pour

axe de symétrie. Dans les 2 cas, D est lapartiede Ezftelle

que x > 0.
- 8i f est P-périodique, Cf est formée d'arcs déduits les

p +
uns des autres par la translation de vecteur Pi. Dans ce cas,
"

D est une partie de EZf de type sz(WEa,a+P], ol a est "a

bien choisir™.

C) Trouver les limites (ou les valeurs) de f aux bornes de D, et

les asymptotes (&ventuelles) de la courbe Cf.
- _® Les limites usuelles sont rappelées au paragraphe 3°);

® Pour les asymptotes (rectilignes) on utilise les résultats

suivants :

<&{~¢g(15;jd — Si f(x) tend vers un infini lorsque x tend vers a(fini),

O

<P

A2

r———————

la droite d'équation x = a est une asymptote paralléle a Oy.
£ ~—= Si f(x) tend vers a(fini) lorsque x tend vers un infini,

la droite d'équation y = a est une asymptote paralldle 3 Ox.

- = Si f(x) tend vers un infini lorsque x tend vers un infini,
4

il peut exister une asymptote oblique, d'é&quarion y = ax+b ;
——

aestlalimite (non-nulle) de@

, best lalimite de £ (x) - ax,
lorsque x tend vers cet infini, si ces deux limites sont fi—
nies (si l'une au moins de ces limites est infinie, il n'y a

pas d'asymptote).

/_—fC)Ikouver le sens des variations de f (sur D).

® On peut parfois avoir ce sens sans calcul ; par exemple, si

f(x) = f est décrolissante.

x+1 ?
® En général, on déduit ce sens de 1'étude du signe de f'(x),

d'aprés le théoréme :
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@ Si f est dérivable, f est croissante lorsque £'(x) est positive,

et décroissante lorsque f'(x) est négative

® On peut exprimer les résultats dans un tableau, lacroissance

étant figuréde par /, la décroissance par \

,f@Trouver des points particuliers de la courbe Cf.

® On s'attache généralement 3 préciser les sommets, les points
de Cf qui sont sur les axes (Ox ou Oy) et, s'ils sont demandés

explicitement, les points d'inflexion de Cf.

@ Si f est dérivable, 1'abscisse d'un sommet de Cf est une va-

leur de x annulant f'(x) Avec changement de signe, (avec x€D).

est une valeur de x annulant f'"(x) avec changement de signe,
(avec X€D).

" .
® Les "points sur Ox" sont déterminés par f(x) = 0 (s'il y a

des solutions), le "point sur Oy" par y = £(0)(si 0ED).

f©Constmire la courbe C

i

® On peut s'aider d'un tableau récapitulatif, ol 1l'on concen-
tfe les résultats des points 1.2.3.4 : on peut rendre les tra-
Ces.plus Précis 3 1'aide des tangentes a C, aux points parti-
culiers ; dans ce €as on utilise le fait que la tangente i C
au point (xo,f(x )) est dirigée par (1,f' (x, ). :
:;)x:e:-oubhe pPas les asymptotes, symétries, périodes, s'il ¥y

X En Trésumé

l. D_ et
¢ €t D réduit (symetr:Lea, périodes).
- Limites et asymptotes, ’

2

3. Variationg (derlvee)

4. Pointg Particulierg,

5

+ Tableay - Courbe

"complate",

\ 75

LIMITES.

[] pans tout ce paragraphe :

t b désignent des sinon on utilise le sym—
®ae

valeurs finies,

bole <o,

4 " '_"
t B désignent des valeurs'pcs1t1v25\(en pratique g{qr@ea )s

® A e

® £ et n désignent des valeurs\wden PT
"assez voisin de a”

atique ""petites’’),

O 1lim [f(x)] = b(1gn1f1el: on peuc choisir x
"aussi gg_t:i_t qu'on vgyt

Xx?a  pour que 1l écart |£(x)-b| soit

it cela par la formule/: "'

® On tradui
w I ve > 0, 3nltel que : |x-a| <n = |£(x)-b| <€

® On peut aussi écrire : x —a = f(x) — b

kS e 2 " & all
O lim [f(x)] = 4+ SJ.gru.fx.e : on peut choisir x ~assez voisin de

. 5 =
o pour que f(x) soit "aussi grande qu'on veut

® On traduit cela par la formule :

l VA, 3dn tel que : |x—a| <n =>£(x) >A

® On peut aussi écrire : x — 2 = E(%) — =
f(x) >4

T s £
® Le cas "x — a, f(x) — — = est similaire, on change

en f(x) <-A.

O 1im [£(x)]

X-++0o

. . ”
= b signifie : on peut choisir X "assez grand

. - - [ L}
pour que 1'écart |£(x)-b| soit "aussi petit qu'on veut

® On traduit cela par la formule :
‘ |v: > 0, JA tel que : x > A= |£(x)-b] <€

® On peut aussi écrire : x —= +® =>f(x)— Db

® Le cas "x —= -, f(x) —=b" est similaire, on change x > A

en x < =A.

‘O 1im [£(x)] = += sigunifie : on peut choisir x "assez grand"

X>+oo A
pour que f(x) soit "aussi grande qu'on veut"
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e On traduit cela par la formule
IVA. 3B tel que : x > B=>f(x) > A

® On peut aussi écrire : x —=+® > f(X) — +

"k —=+ oo, f(x) > -

e De méme,

"X —= -, f(x) — +" correspondd : x <-B =>f(x) > A
- " correspond 3 : x < =B =>f(x) <-A

"X —> -, f(x) —
% On adapte sans difficulté les notions précédentes, aux cas sui-
vants

@ limite 3 droite, symbolisée par lim
x>at

(dans ce cas, x tend vers a en restant supérieur 3 a) X,
—=—2_" Superieur 4 a)

@ limite 3 gauche, symbolis&e par 1lim
X+a~

(dans ce cas, x tend Vers a en restant inférieur 3 a)

3° - LIMITES USUELLES |

O on se
permet d'écrire 6 formules mnemotechniques, que le lecteur

évitera soi L fic
gneusement d'employer "of iellement"

P

Ce sont : m / \ a
Do Caoy s
2y ! / a
CIPSE N el =
Dot tog0r = o, rageny ., . o
@et@ e™™ = 0+; e = 4

¢ _Formes indéterminées.

° o a5 B

Une forme indéterminée est une eXpression r
ui se p

résente

symboli '
(et .lﬂl:émen% o o R aspects Suivangg .
N /=Y 0 :
[Co - (2Nl ...

® On dit qu'on a levé 1'1ndeterm1nat1on 1°1'Squ
on g Pl‘éci
85

limite correspondante.

" correspondd : x > B => f(x) <-A

Y

AN

' 77

e Il n'existe pas deméthode générale unique, mais les résultats

suivants permettent de conclure dans bien des cas.

OsFD’,’.”e + 3
@ Un polynome a méme limite, quand x tend vers un infini, que son

-

monéme de plus haut degré.

Y% Exemple : lim (x> -7x%+1000) = lim (x°) = +=
X-++0o xr+oo
a?-b?
t souvent aboutir, a 1'aide des formules : a—-b = 5
. On peu -~ _b2 ’ a Py ‘/. . ‘ a
ouat+tb=—r. ; SRV 2P
a-b»>b —_—
« F 5—

vx2+1 est de forme ® - quand x —= .

* Exemple : vxZ-x-1 -
(x®-e-1) ~ (x%+1) _ —x—2 ,

. f — —
on transforme en e+ oo Tt + oty

- =% I~ _ _
* la limite est la méme que pour ——— , or ¥x2 = -x (car
Vx2 + vx?2

x <0) domc on obtient =-Tx = + % ; le lecteur conclura
-2x

0 [Forme "5y

@ Dans une fraction rationnelle, quand x tend vers un infini la
@« - - ]
= port des termes de
forme - se précise lorsqu'on prend le rappor

plus haut degré.

ﬁ' Exemples (quand x — +® ou X — —®)
3
1

3
XV'=x =] - i s X .
l. =——5——7—a la méme limite que 3 » SOLt
2x° + x 2x 2
3 3
X" =-x-1 - s .3 X -
2. —%— a la méme limite que =~ = x, d'oll +® ou-®
x°+ 1 x=
x2 - x x2 |
3. —— 2 la m@me limite que =5 = T.,d'ou 0.
x3 +x2 X X

@® Généralisation de la régle précédente : méditer les 2 exemples

suivants :
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v Z . X
1) lim (—”‘zﬁ"l” ) = 1im (——;‘ ) = lim (;) =1.
T x4 x X+ X+
l\
f —r——
lim (%"l“% lim (: = 11m ( )= -1
X+—c0 x X-+—c0
B it [—2=] - Vi pia =1m(—)=l
=~/ Seagon x2+1 + - X400 2V

lim - T lim ( = lim ( =-1
x—o \VX2+] + yx2-] X+—c0 2vVx

¢ Forme -g-

(x) 0
® si g(x) prend la forme 0 Pour x = a (fini), on peut souvent
e e—

mettre (x-a)en facteur dans f(x) é")dans g(x), et la sim-

plification correspondante permet de conclure.
@® Dans le méme ¢as, on peut souvent "prévoir" la limite par la
régle de /'Hopital (mais cela ne dispense pas d'une Preuve
correcte) :
£'(x)
e Si —'(T) est détermingée pPour x =

1 .
= a, la limite est —_,f (a) 52
g'(a)

Sinen, on passe 3 S0 o L)

* . Y2x-1 - /2 - x 0
A = s Prend la forme o Pour x = |,

.Il Al . 5
n'est pas facile de faire apparaitre le facteur ( 1)
X=1)~
» On obtiept £ (1) 3

X), on obtient g'(l) = 2

—_—

{ * En dérivant le numérateur f(x)
! * En dérivant le dénominaateur g(
J | * La limite serait donc — : le lecteur Peut le

1'aide de la formule a-b = arelé - PrONRe TN

2 + § 2Ppliquse 'haut et bag"

DN ey e g ..

o éuﬁm’sffoﬁmas« : on essaiera de se ramener 3 ,

o) ou bien : voir Log ou exp g'i]
O/~ b 16 ou 17).

e

-

79

O Autres cas.’

@ Lorsque x — 0, on peut utiliser des "approximations", par

exemple : (1 +x)% = | +ax (o exposant quelconque)

Log(l +x) = x , eX = | +x
2

Si x(rad) 20 : sinx ¥ x, EgXx = X, cOSX = I—T.

@ lorsque x — a (fini), on peut toujours se ramener au cas pré-

cédent en posant x = a + X,

-(en effet, x — a est équivalent w&ﬂt ax—o0).

S a7 3 A 1 -
@ Lorsque x tend vers un infini, de méme x = g raméne au cas

X —= 0% ou au cas X — 0~

- CONTINUITE.

. Définition : f est continue pour x = a (fini) lorsque
' f(a) existe &t  lim [£(x)] = £(a)
o= :;a/

o Lorsque f est continue pour tout point a d'un intervalle I, on

dit que f est continue sur I.
e ——

* £ est continue a droite (au point a) lorsque f(a) existe, et

lim [f(x)] = f(a). De méme 3 gauche, avec lim.
x>at x>a

0 iEnsembles de fonctions continues

® On note %(]R,]R) l'ensemble des fonctions f : R — R qui

sont continues sur ]R (notamment:, on a gf = R).

® Les fonctions constantes, polyndmes, sin, cos, exp, sont &lé-

ments de %(IR,IR)
e Egalité : f=g lorsque : ¥x€ R , B(x) = g(x).

® Somme : f +g est la fonction h telle que :
vxeR , h(x) = £(x) + g(x).
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® Produit : fg est la fonction h telle que

vxeR , h(x) = £(x) xg(x).

® Composée : gof est la fonction h telle que :
¥x€R , h(x) = glf(x)]

® Produit par A réel

O A 1'aide de ces opérations, on peut munir (g(]R,IR) de diverses

structures, rappelédes au chapitre 26.

%L . Propriété fondamentale

cet intervalle est un intervalle.

de méme, Af esth telleque h(x) =2 x f(x).

Si f est continue sur un intervalle I, 1'image (notée £(I)) de

B1

5° - FONCTIONS USUELLES.

* Conséquences

=

b P
1, Théoréme des valeurs intermédiaires.

Si f (non constante) est continue’
sur [a,b], et si f(a) #uf(b), alors

toute valeur comprise entre f(a) et

£(b) - Ao s

o —

i
f(b) provient d'un'pointx (aumoins) e _" '?
de [a,b]. 0 ";L
@ Si f est continue et strictement mg- [
notone sur [a,b], le point x pPrécé- Fésl
/‘ dent est unique, et f est injective
/ sur I = [a,b] a2 2]
'/ Alors, f définit une bijection de I g
sur f£(I). (les schémas illustrent les #y
2 cas : 1'un pour £\, 1'autre pour £(n)

\\& £f7).
@ Suite du 2 : on peut

£=1 : £(I) —1

ecrire la bijection réciproque

x =)

(v R,

!

tre aussi ; de méme pour décroissante).

Les courbes représentatives (repére o-r_t,/hp\ﬁrme) sont symétri-
ques par rapport 3 la bissectrice de 0x, Oy (chapitre 1).

~ . . 11 : .
f et £-! sont de méme monotonie, (si l'une est croissante,l'au-

- " 13
[ pans les rappels suivants, on se borne & donner le "nom'" de f s'1l

v a lieu, l'expression f(x), puis le nom de Cf et un schéma en axes

orthonormés.

. Fonction constante lf(x) = k, droite

paralléle a Ox.
® La droite passe par le point (0,k).

v Les paralldles i Oy "échappent" 3
i
ce type de fonction, leurs équa-

tions sont de type x = k.

' Fonction linéaire Lf(x) ax (a#0),

droite passant par O.

® La droite passe aussi par le point
(1,a).
® Si a>0, ladroite est "montante",
(£7).

Si a<0, la droite est "descen—

dante'", (£\).

“‘Fonction affine E(x) = ax+b (a #0,
b # 0), droite ne passant pas par 0.

® La droite passe par les points
particuliers (—g. 0) sur Ox, et
(0,b) sur Oy.

Ay
1
]
|2
b
=
1 y=k
k i
I
I ~
0 1k o
1
. ®
i =
1 3
2[TTTTC= !
: x
0 1
Sl N,
5 o
= <
v
b
~=b 0 -
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* Deux droites sont paralléles, si et seulement sji leur coeff{
. . -+ . £y _n *
clent directeur a est le méme. ’ Fonctions '"'racine nléme" f(xy = - (, elN*)

‘ Fonction du second degré ,i(x) = ax? +bx +¢ (a#0), parabole, o Sebay T I diama EE) = 5

L S0 (linéaire). Ensuite :
® La parabole a un axe de symétrie, o 81 i¥ dHt pate (= 23, 00 o' axtocs

d'équation x = ;—b

) que pour x positif ou nul ; alors,

e 2D —
Gt /% = x 2
® La concavita est "vers y>0" si on peut écrire Vx X 2p.

a > 0, vers < i <
i ¥'% QA aE b, ® Si n est impair (n=2p+1), f£(x)

’ Fonction homographique lf(X) = 5::::1) (c#0 ; a, b non nuls ensemble) | i existe pour tout x ; r;n PEUt ECKErer s
hyperbole. ‘ o : W4 2pHl

® L'hyperbole a 2 asymptotes, pa- Dans ce cas, le point 0 est centre

ralléles aux axes, d'équations de symétrie de la courbe, c'est aussi

un point d'inflexion "par dérivée

=y ' =d
Y. ¢ Pour l'une, x = Tpourl'au—

tre. infinie".

’ \Fopt':tions 1/x% (ne IN%)
1 -n

o s b, = e
® On peut é&crire o

® Le point T d'intersection des

asymptotes est cent étri s oA
T de symétrie » X doit 8tre non-nul.

et les bissectrices des asymptotes sont
’ e B =~ i xn(ne]N) ® Les courbes présentent des aspects différents suivant la pa-

les axes de coordonnédes sont les asymptotes, Oy est

o 3 rité de n,

€S cas n= 1 833 . 2 v 2

¢ e mpnr d€ja rap- axe de symétrie si n est pair, l'origine est centre de symétrie
pelés. Ensuite -

e Si n est{pain (n=2p), 12 courbe

= G
posséde un sommet 3 1] Origine, et

si n est impair.

{ y

1'axe Oy pour axe de symétrie,

® Sin est(impai/r (n=2p+1), 14

courbe posséde un point d'inflexion

d l'origine, avec Pour tangente Ox,

Ce méme point est centre de Symé-

trie de la courbe.
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¢ Fonctions xT (re@Q)
e —————

® A partir des cas précédents, on généralise aux exposants ra-

. *
tionnels quelconques, de type r = -g- (peZ q GIN d'aprés cha-
pitre 5, Q)

® Bien que f(x) = x g soit dans certains cas définie pour des

valeurs négatives de x, on n'admet que le domaine D tel que
x > 0.

e | é
Les schémas montrent les allures des courbes représentatives

® I1 est
entendu que 1'on admet 1le domaine IR (ou IR*) 25

es a
t dans des cas xP, Vx o4 Ln
x

85

CHAPITRE 9

DERIVEES. DIFFERENTIELLES.

1° - DEFINITIONS GENERALES.

[ Toutes les fonctions envisagées ici‘sont de type f : (
x —I(x)
® @f et Cf désignent le domaine /

de définition et une courbe repré- C-
f(x+h)|r _________ £

sentative.

® x etx +h sontdeux valeurs appar- F(x)é———-

tenant au domaine gf et h est un

P ———
=

paramétre ''proche de 0".

R

. f est dérivable au point x lorsque le rapport

w admet une limite finie quand h ——D;l

rx(h) =

[0 Lorsque f est dérivable au point x, on appelle la limite de

rx(h) : nombre dérivé de f au point x.

h

2 _ a2
Y Exemple si £(x) = x?, au point 3 on a : r,(h)y = M%—:i-,
, 2
d'ol r;(h) = ik d N 6 + h, d'ol le nombre dérivé : 6.

B o
’ L'application qui, 3 tout point x ol £ est dérivable, fait corres-
£

pondre le nombre dérivé en ce point, est notée f' ou -:;1—‘ et appelée

dérijvée de f.

L) b
® L'ensemble D' des x, tels que f'(x) soit le nombre dérivé de
f au point x, vérifie D'C@f (on peut avoir D' = gf), et on

dit que f est dérivable sur D'.
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*Exemple :osi £(x) = x2, au point X supposé fixé on a :
2 _ 2 2
rx(h) = %, d'ou rx(h) = ZXh; - - 2x + h, d'od

f'(x) = 2x ; dans ce cas, D' = @_ = ]R
f

O Pour un point x particulier, il peut n'exister pour rx(h) qu'une

w3 < 3 + 2% .
limite 3 droite (h — 0 ), dans ce cas f est seulement dérivable

3 droite au point x ; de méme pour dérivable 3 gauche (avec h—-0")

* Dérivable au point x signifie dérivable 3 droite et d gauche,
— ke
avec limites &gales pour rx(h):
— =T Epa ES
0 Si f est dérivable au point %, f est continue en ce point.

o Si f est dérivable sur D', f est continue sur D'.

o Une fonction continue n'est pas nécessairement dérivable.. ’

/

2° - INTERPRETATION GRAPHIQUE DES NOMBRES DERIV

ES.

O on considere une fonction f ayant up nombre dériva £'(x) au point

x (fixé), et une représentation graphique Cf. Le point (x, £(x))
est noté M.

. Enterpré tation

Au pointMdecC
ac

£ la tangente

£ st dirigée par le vec-

teur ! .
(f' f.X))

X Dans le cas d'unrepére ortho-

normé, si a est la mesure d'un
angle decette tangente avec la

droite Ox, on a : tg o =f'(x),
o = L A%)

&~ rm—

87

@ cas divers

() si fest seulemen

. une demi-tange - P P 3
point M f continue, dérivable i droite, dérivable
’

a i i t au
t dérivable adroite aupoint x, C. adme

7
ate 3 droite (de méme & gauche). Le schéma L

illustre lecas :

a ifférentes.
de r_(h) étant di

- 4 espondantes %
les limites corr

gauChe,

. . ' o -
ol h te"d vers un lnfllll, £ n'est pas derlvable au olint
@ r ( ) P

i i iste au
est continue au polnt X, il exis

i £

x. Cependant, S1
é a . Par abus
i M une tangente paralléle a Oy at " o
i chémas (2)et(3/illustrent deu

on peut par-

ler de dérivée infinie, les s

cas parmi plusieurs.

-

RN tm——

o
®——
o

3° - FORMULES DE DERIVATION.

es dériveés
bleaux suivants permettent de calculer des nombr
Les tablea

i tions dérivées.
ou d'exprimer des fonc

£(x) £'(x) £(x) £'(x)
i x
Constante 0 sinXx cos.
K cos x -sin x
+ < Rt (nEN) o Ch % eg®%) ou coslzx
. _1ﬁ ;‘%1‘}’1” (nelN) soisem |46) Secbiis) o6 EJ;\T{
’;; -2—]/7 (x > 0) o]l % (x £0)
F £ e eaane) & | e
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Les formules suivantes permettent d'exprimer des dérivées dans 15

plupart des cas usuels (f, u, v, wsont supposées dérivables),

® Sommes f=u+v-w=>f" =u' + v -y
® Produit f = uv = f' =u'v + yy'
® Rapport f =24 = fr = U4V -uv'
v v2
® Puissance a £ = u® =f'" = qu* iy (o exposant
quelconque) R

® Produit = i
uit parX f = )u =>f' = Mu'si X est constant

* Composée de plusieurs fonctions dérivables
G f e e P " [Vab es,
Si f = uovow, autrement dit : si f(x) = u(v[w(x)]) 4.
» 1<

Ii'(x) = u'(v) "\V'(\\é) X w'(x

o 1 53 FETT
Exemple ; f(x)\= cos(Vx? = 1), on veut f'(x).

* On décompose f en posant :

£(x) =u, u=cosv, v=/g

° on obtient : u'(v) =-sinv, v'(w) =

* d'od £'(x) = -gin (VxTTT) x

»wix) =x2 -

1
e W (x) = 2x,

= =xsin (VxZ-T)

vxZ -]

|
S X 2x

2/x2 o7

*Exemples usuels : (ua)' = qu®? u'

. , est donnée plus &
h
(Log|u]) = :__, (e“)' aut.

-euxu',(%)' _‘_l:l!l’("a)u 'y u?

g . .
4° - CAS DES FONCTIONS RECIPROQUES:

O sur un domaine I,

une bijection. Dans ces conditions
= -1 ’
rifie fof (x) = x et £} 0f(x) = x (sur I)

), formule imparfaite mais} tile.

89

= X pour simplifier, on obtient £ ' (X) = x.
L}

e Posant f(x) "
) (X) x X'=1

e Dérivant comme une fonction composée, on a (f

_— 1
en d'autres termes : (£ 1) X)) = 00

e Pour tout point X de £(I), £ ' est dérivable, et l'on peut

énoncer :

Au point x, f a pour nombre dérivé f'(x)

Au point X = f(x), £~! a pour nombre dérivé iy

% Si 1'on admet les ''dérivées infinies", cela reste valable pour

£'(x) = 0. y

O Interprétation graphique

e En repére orthonormé

f-1(X) =x

par exemple, le résultat

précédent se traduit par

la propriété géométrique
uivante :
= C,

e En des "points réci-

ol ot T

proques'" P et Mdescour—

7/ X =£f(x)
bes représentatives de //
£ ! et £, les tangentes Cf

3 ces courbes ont des pentes inverses l'une de 1l'autre.

e On pouvait prévoir ce résultat @ l'aide de la relation
m 1 .

tg(_z.—a) =—tga , puisque M, P, et les tangentes correspon-

dantes sont symétriques par rapport d la lére bissectrice

(y=x).

5° - DIFFERENTIELLES. DERIVEES SUCCESSIVES.

@® Différentielles.

En tout point x, ol £ est dérivable, on appelle :
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différentielle de f en Xo

R~——=R '

| la fonction linéaire, de schéma {1

s X ——£'(x,) xx
w Exemple : si f(x) = x2, on obtient :

.

] Y.
R——R

* Aupointx, = 2, ladifférentielle a pour schéma

R——R

X ————6x

Au point x, =-3, ladifférentielle a pour schéma

K Remarque : & &
que : dans un méme systéme d'axes,

la tangente i C_ au
(d'abscisse i i :
Xp), et la droite 1ssue de O repré
la différentielle en Xo, sont paralléles
directeur £'(xyg)).

g point M,
sentant
(méme coefficient

a Notations : pour des raisons

on pourra écrire 9% - _ I
dy  fT(x)* et l'on pourra ;
appliquer ces f
or-
(2
que y et x ; par €Xemple,

Ceci 5
Cl sera trag utile pour les i
= [

mules 3 toute notation auty
X = g(t), on a dx = g'(t)de. e

tégrales (chapitre 15) -

- .
@ Dérivées successives = hig
O a is
la maniére dont on passe de f 3 f! si 1°'
(] - - . : on ’
f' & ses nombresg dérivés puis 3 ga dérivée . Preatin .
5 : :
» on dijt que ca

derni érivé
rniére est 1a dérivée seconde de £, et que f
e est dey
X

dérivable.

® La dérivée sec
onde est notée f" ou

d*f
dx?2

'
X——4x- I/
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i i on obtient la dérivée troisiéme,
e Si 1'on peut continuer,

d’f

- " ..
notée f"' ou 7—3, etc.

' 3 oo ru, i iéme

e Cas général : au rang n, on dit dérivée n

n
df
on note : £ ou N
' dx
* Exemples 2 "
1. Si f(x) = x® +3x+ 2, ona £'(x) =3x" +3, Bixy =6

£ (x) = 6, puis f(n)(x) = 0 pour n > 4.

2. S8i f(x) =sinx, on a £f'(x)
(») " (») _ F 3wt
ce qui prouve : f'"' = -f', £ =—f" donc f = ; e

"tout recommence'.

6° - COMPLEMENTS.

‘Théoiéme : si f est dérivable,
T r— -
« f est croissante lorsque f'(x) est positive.

« f est décroissante lorsque £'(x) est négative.
O ce théordme (cité au chapitre 8) est admis, au niveau de ce
livre.
’The’oréme : si deuxdérivées £' et g' sont &gales sur undomaine I, les
| O ——

fonctions correspondantes différent d'une constante, c'est—a-dire :

| (£'G) =g'(x), ¥xEI) => (£(x) =g(x) +K, VxEI).

Convexjté

O Concavité : 1a notion intuitive de concavité

d'une courbe (plane) Cf résulte des schémas. 5

On peut dire que la concavité& correspond ala Cf

notion courante d'"intérieur d'un virage". \\Egzifziff,/’//
Convexité

@ cCraphiquement (si f est 2 fois dérivable) la concavité est ''du
coté y positif' lorsque £f"(x) est positive, "du cdté ynégatif"

lorsque f"(x) est négative.
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O Inflexion : une notion intuitive d'inflexion

est donnée par le "changement de cdtd" de 1a

concavité, un pointd'inflexioncorrespondant

3 1'endroit précis od la concavité "changede C
e, B f
cote",

point
d'inflexion

® Graphiquement, on peut dire que 1a

en un point d'inflexion,

courbe "traverse sa tangente".

® L. points d'une courbe d'équation Yy = £(x) (f 2 fois dériva-

ble), pour lesquels f£" changement de signe,

(x) s'annule avec

sont des points d'inflexion.

® L. Propri&té précédente n'est

pas caractéristique,
inflexion og " (x) '
ol f"(x) est mulle sans qu'il-y
des eXemples

- ; ‘ il existe
es points d ] infini

€St infinje", et deg points
ait inflexion .

s On peut trouver
au chapitre 8, 5°3.

\ o
/(7 €C \ (_);; (o2 .\
~
e
' Cu g
,// / ——
N e 7
b 21 (22 C}
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CHAPITRE 10

PROBABILITES. AXIOMES

1° - INTRODUCTION.

e~y

POy

[ Soit un phénoméne ou une expérience dont 1'issue paralt soumise au
hasard, par exemple le jet d'un dé 3 jouer, le tirage de 4 cartes

d'un jeu de 32, etc... On ne peut pas prégire le résultat, mais

- * v -
on peut "mathématiser les choses". »

® En langage courant, lorsqu'on joue 3 pile ou face avec une

- - ” 1 s
piéce de monnaie, on dit qu'on a "une chance sur deux" d'avoir

pile, et de méme pour face.

® On sait bien qu'en jouant deux fois, il ne sort pas obliga-

toirement un pile et un face, malgré leur
N
respective.

"chance sur deux"

[ La théorie des probabilités a pour but-de préciser et de chiffrer

les notions relatives aux phénoménes aléatoires (soumiseuxhasardL

* Au niveau de ce livre, on se borne au cas des phénoménes dont
les résultats possibles sont en nombre fini,

ce qui permet des
dénombrements (voir chapitre 3).

& T >
* Le lecteur est vivemenrt invite 5’?:"”
b= Qi

€ Pas traduire abusivementr
les résultats théoriques,

car il n'est pas impossible qu'un ra-

sultat qui a "une chance sur dix"

neé se produise pas, m&me en
500 expériences...

2° - DEFINITIONS.

"Pour une expérience donnée (vraie ou imaginge)
S zii o 2

iR

on appelle :
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|
! “ ’ Evénement (élémentairs (ou cas dpossible) chacun des résultatg

qui pourrait €tre obtenu.

[} ! - r‘ B
/ L . Evénements :f.avorable {ou ca;\favgrable) ch:’;cun des résultats

que 1'on souhaite étudier ou obtenir,

ﬁExemple : dans le jet d'un dé 3 jouer usuel, il y a 6 cas pos-
sibles (obtention du I, obtention du 2, ..., obtention du 6).

e ——

]
!
* Si 1'on veut &tudier 1'obtention d'un ré&sultat impair, il y

V! .
g p a\lcas favorables (obtention du |, obtention du 3, obtention
K du 5).
¥ | » > - . - -
,:} ’l ’ Univers : pour une expérience donnée, 1'univers est 1'ensemble
il noté événem élémentai - el
' (noté ) des événements &l alres. -v (a2 (o Tae JLE/
| /! ’ Evénement : un &vénement ("tout court”) est une partie de Q
— ~~\ - —
£ ® La partie § est 1'événement impossible.
~N
® Les parti a élé évé &la s
P es @ | élément sont les evenements élémentaires.

® Les autres parties sont des événements.
. . e
® La partie pleine Q est 1'événement certain
— r— ‘—.

. Ensemble des &vénements : cet ensemble est JP(0),

dre avec {2,

i ne pas confon-

*Exeml . P g ' -
pres. Tour le jer d'un dé 2 jouer, si I'on symbolige chaque

cas possible par le nombre correspbndant, on a ;
*2=11,2,3,4,5,6} : univers.
- P = 3¢.m.{2}.....f2.3.4.s,6},9:;

ensemble deg événe-

K ments.
- {2} :
« {1,3,5) : événement "obtention d*
obtention d'yp résul tagh

evenement £]émentaire “obtention du 2",
un nombre impgj "

* 2 (univers) est 1'événement "

* Remarque : on exclut de la théorie tout "faux DEob iR o
= o g e

le dé reste en €quilibre sur une aréte... O poursits tel qu

: c

" onveniy
bien que P n'ajt pag d' €18, ;

que ce genre de sil:u:ztion est @,
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Evénements incomgatibleg + deux événements e, et e, sont in-
véne

‘ atibles, lorsque la réalisation de 1'un exclut celle de
comp ’
L} 7 . ¥

. R le' et e, incompatlblesékelnez =9

. Evé nts équiprobables : gvénements qui ont des probabilités
pyénements qUipro o

égales (la probabilité est

définie au 4°7).

deux événements sont indépendants

“L“. Evénemenuffnd’e’z'endénts!: » A4S
lorsque la réalisation de 1'un n'affecte pas la probabilite de

- 3 o
1'autre (voir aussi 47).
O Ne pas confondre indépendance et incompatibilite. ;k

3° - NOTATIONS USUELLES.

» g Q ]. n 1 nements CO!‘(eSPOHdaUED.
D Soit un univers 52 ( ) e Semb e des eéevéne
des évenements, C est"a'dllb‘ des

on désigne par e, e;, €5, ... '
parties de 2 (ou des &léments de .J7(Q)) ; on peut envisager d'au

tres événements, en particulier les suivants
Gvénement qui est réalisé si et

a7 aiE B .
(signifie e, \_‘;: 22 ¢
1 Galisés "2 fois".
seulement si e, et e, sont réalises a la foi
Gvénement qui est réalisé soit

(signifie e, ou e;)
e N
avec e, seul, soit avec e, seul, soit avec el lé;-

B @ ., Ue
, |d%j N 1 2
Wi =

o B

le

(signifie contraire dee), ou [Qe, ou -e : & est réa-
lisé si et seulement si e n'est pas réalisé.
événement tel que e, est

-

(signifie e, sachant e,)

e

réalisé en supposant que e) tait réalisé.
|- > N A ——

€,

¥ Exemples. Pour le jet d'un dé& i jouer, on a déja posé :

= {I,Z,J,Q.S.ﬁ}.
(1,3,5} (obtention d'un nombre impair)

On considére e, =
{1,2,3} (obtention d'un nombre "perit").

8

! >

canner
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e nez = {1,3} est 1'obtention d'un nombre impair et petit.
'cUez-{123S}

* €, ={2,4,6}, obtentionde "tout sauf un impair", (donc d' un pair),

1'obtention d'un nombre impair Ou petit.
] e /el : il s'agit de supposer eljreallse, et dans cette hy-

’ pothése on examine »:z2 3 e /e ,est 1'obtention d'un nombre "petit"
g ! dans le cas ol le nombre est 1mpa1t : on dénombre alors cas
i

[Z .ssxbles (1,3,5) etOcas favorables €1,3) /
~—>* Pour e,/e,, tout se passe comme si 1' un1vers était e
- PROBABILITES. AXIOMES. A e
. & 1 { - ) vt
-/ o) - " Ceo - R

Dé . . 13 . . 3 - gy
’ finition : une probabilité est une application, notée Prob, Pr
10,

2 ()
oub de schéma Prob : [2.11

e — Prob(e)
qui doit vérifier les deux axiomes : /
M Prob(Q) = 1 (le certain est d& Probabilité 1)

@ Si e n -
1l ley @, alors Prob(e,Ue,) = Prob(e,) + Prob(e,)

O commentaire : 1° axiome | traduit 1a notion

"100 Z de chanceé",

ibles :

a pour probabilité la somme des probabilités de ch
a

l'axiome 2
concerne les evenements incom at leu nion
v r réuni

cun. Ces deux

axiomes sont ceux des ' 'm "
esures”, 1'application Prob réalise une

"mesure des chances".

% Probabilité « naturelle » : en réalité&, une seule _—
cacxon tra-

duit "rai " .
1t "raisonnablement' les notions lntuxtlves, cett 1i
€ applicatiop

est définie par :

Prob(e) = Dombre de cas favorabled a e
nombre de cas 0851b les '

*Exemple Pour le dé dont 1" univers a déja &te noté Q={) 12,3
= 0. 6}

* Sie=1{1,3,5} on a Prob(e) = —6-=-2'-

1 97

Prob(2) = 6 g #8553 Prob(6) = —

1
& Prob(l) = E,
les 6 résultats d'un jet sont é

dit : équiprobables.

autrement dit -
b(l“e't:AZ) - 0. 1'obtention de 1 exclut 1'obtention de 2,

e Pro = 0, -

y autrement dit : 1 et 2 sont incompatibles.

% 2 . 'axi 2 permettait de le prévoir
I . Prob(l ou 2) = s 3-,1 axiome P 3
1,1 _1
ﬁ;+i;=§9. 1 de
i bles que
e Prob(f2) = % =1, car il y a autant de cas favora q
possibles.

=r B
"favorable & rien', une

3 . « Prob(@) = 0, car il n'y a aucun cas

fois le dé jeté il

O ﬁiognetes essentlellél‘s.,f-’ o

- - o
donnera un résultat (convention, findu.2°).

@. Prob (e, Uez) = Prob(e,) +Prob(e;) - Prob(e, nez {’\\J;’L,;'
comme pour Card, et pour toute mesureﬂ L —
-P .r.»—’"-
(2). Prob(¢) = 0, 1' meossﬂale a_une probabilité nulle. i !
— { J,;A”_
\ ”~ N 1] l =
‘ (sl — 4,\ =5 i

e Prob(e) = | —Prob(e) e s

@”‘ Prob(e,{le;) Prob(g;) ><Prob(~e / 7 = Prob@ AEEh(E /\e~>

@ Sauf Prob(®) toute valeur de Prob est stric-

tement comprise entre 0 et ls

PR &
@‘ Evénements indépendants : avec plus de précision qu'au 2°, on

caractérise 1'indépendance de e, et e, par :

0 et Prob(R) =1,

’ l e, et e, indépendants <=>Prob(e,/e,) = Prob(e,)

% Il revient au méme de caractériser 1'indépendance par la for—

mule : Prob(e;ez) = Prob(e;) xProb(es) |

;tn \j/‘ '\
5 * /o
Voo

[ Cette formule montre que "1'indépendance est réflexive', on

peut &changer les roles de e, et e, dans ladéfinition. Lors—
que 1'indépendance n'a pas lieu, e, et e, sont dépendants.

l‘ _—
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5° - COMPLEMENTS. | —TRIBU

5

’ Soit un univers Q, et j (Q) 1'ensemble des événements corregqon—

dants.
m———

ele couple (2,2(Q)) est appelé espace probabilisable.

’ Soit alors une application Prob.définie comme au4® (et vérifiant
les axiomes).

ele triplet (Q,2%(Q),Prob) est appelé espace probabilisa,

O En pratique, Prob est 1a probabilité "naturelle", mais celan'ex-

clut pas 1'étude d'autres applications Prob "

théor iqixement vala-
bles". ’

O cas général : si 1'on n'&tudie qu'une certaine catégorie d'avé-

nements relatifs 3 Q

> on ne s'intéresse qu'a ceptaines parties de

1. Il est nécessaire que 1'ensemble des parties &tudiées posséde

certaines propriétés (sinon il est impossible de le probabiliser),
les propriétés de tribu.

. Un sous-ensemble Bde P(Q) est une tribu, lorsque &
l@. QEB D VeecB :ce R ® Ve€EB, Ve'€e R . eUe'e 2
. Un espace probabilisable est up couple (R,9B) on B est
tribu de 9(9).
e

St une =
° @(Q) est une tribu,

BE e

"la plus grande" possible.

. Un espace probabilisé est un triplet (R,%,Prob).
1. 9B est une tribu de Py

: B —— [0,1)
2. Prob est une application

€ ——= Prob(e) . &
qui vérifie les 2 axiomes déja cités :

Prob() =13 e,MNe, =9 => Prob(e,Ue,) =Prob(e,) +Prob(e ‘—
~ ?

w Exemples. Pour Q = {1,2,3,4,5,6} correspondan
B = ’0,{1,3,5}.{2,&,6}.!7{ est une tribu,
En posant e, = {1,3,5}, e,

t au jer GENE

= {2,4,6} et en Prenant pgu

99 : \

P ar
1'application définie sur By

0 = _]_ P =
% ¢ = Pro ’ rob(Q) l,
b(e ) = PIOb(E )
rob( ) ’ 1 2 2’
d're qu'on a probabilise ce qul concerne les nombres
on peut 1

impairs
. 1 les nombres 1mpa
pairs ''en bloc”, et

1 a A s " - = |
air avec
d On r emarque 1 analog ie de ce palr ou P
d un e. 1m v

"pile ou face".
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CHAPITRE 11

VARIABLES ALEATOIRES

1° - INTRODUCTION.

O Au chapitre 10, on a symbolisé 1'obtention d'un nombre par ce
nombre, pour le jet d'un dé. D'une maniére générale, il est né-
cessaire de symboliser les &vénements par des lettres ou des nom-

bres, sinon 1'on se perd dansdes périphrases lourdes et incommodes.
—— _—N

[ En pratique, on définit des "codages" des événements élémentaires
=

a@ 1'aide de valeurs numériques, le plus souvent prises dans Z.

WY ¢ 9 On commet un certain nombre d'abus, notamment celui oii 1'on défi-

nit une variable al@atoire comme &tant une application, ainsi que
o i LS LAl

7’

\;8} celui ol 1'on confond cette application avec ses valeurs. Le lec—
teur ne s'y trompera pas. & 5 /
eur ne s'y trompera pa oL
’ Définition = 1'univers Q &tant donng, on appelle variable aléa-
toire et on note X, toute applicati éfini
o s app tion définie de 9 dans JR, per-—
mettant de décrire sans ambiguité évé
biguité les événements en les remplacant

par des valeurs numériques.
§——=R

Schéma. X : ’
e _Px(e):xkf;._ e:y-ﬁfxv

3 L
\{" w Exemple et abus : au jeu de pile ou face, on peut décid:r ;;‘- e ¢
& symboliser 1'obtention de pile par P, de face Par F ; puis on
8, peut décider de "coder" P par 1, F par 0. On obtient ajingi Ta
variable aléatoire X : 2 ={P, F} R

P ———— X(B)= |

définie par: ;
F —— X(F)=0

,‘!‘ NS

Nz pes

/ 101
. gcrire X = 1 pour désigner P, et

é équent :
e Un abus _tres fﬂl

—

X = 0 pour F. B .
=x ') et F = x '(0).

e En toute rigueur, on doit écrire P

— - iz

[0 En pratique 1'emploi de variables aléatoires facilite 1'étudedes
n » =

3 condition de "transposer' conve-

probabili tés proprement dites,

nablement VProb.
¥X¥ Exemple : reprenant 1'exemple précé&dent, on pose :
L i 2L

Prob(X =1) =5 putagie Prob(P) = 3>
sser 3 Prob(X =x) pour différentes

et Prob(X=0) = 5 de méme.

® On pourra donc s'intére

valeurs de x, de méme qu'a Prob(X <x), etc.-.

ALEATOIRE.

2° ZFONCTIONS ASSOCIEES A UNE VARIABLE

ire un phénoméne

O cénéralement, on utilise deux fonctions pour décr
) ————— ) .
1'aide d'une variable aléatoire X, ce sont les suivante

stribution/de probabilité&)

R—R .

a

.(Zdi’. de Aprobabilité)ou éi

fonction £, de schéma 15 g
définie par f(x) = b3 ob(X,%}x) P v DO2
. . . 7 dawa s ‘
’ Fonction de réparti%n (ou fonction cumulative) : ‘\_—-—-—-' - ())“‘
o R R = N pen PN
s p————
= . S _ pE
fonction F, de schéma E 3 e F(w:)‘"?’t ‘§1’\'\ V) .":‘ x
/ "—’-
définie par F(x) = Prob(X&X) C/’: 1%
ers de 3 &vénements élémentaires reprélsenlles \

w Exemple : soit un univ

parX=—2,x=l,

% (de somme 1).

A {
f(x) = Prob (X =x) s'étudiedirectement. \
de d

{(zr")

e Loi de probabilité :
. x&('z. |,3} :f(x) = 0 car (X =x) est imposs]_ble'

=

e B[P ol
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« x = =2 => f(-2) = Prob(X =-2) !
=-2) = =, de mém =0
£(3) = —(l,. ' " %
* On obtient trois points hors de l'axe Ox, tous les aut
Tes

sur cet axe ;
e ; on a coutume de ne tracer que les segments

" : | I3 L4 = .
verticau 4 -
X COrrespOndantB. d ou le dlagrame en baton
S C1

dessous.
f (x) =Prob(X =x) }f(x) =Prob(X =x)
=X
_f_\
1/ 2/ 21
ro=T i
+—5 l —t x ] I +
3 =2 . O] _lo :! 5

/ . ( ) b( ) s t
® Fonction de !Epa!tltloﬂ F(x - !!0 X<x é udle dl!ec

tement.
- P
our(i)fxxe tel que x < -2, X € x sxgnxfx X
e <-2

événement impossible, d'od F(x) = 0.

e Pour x = - - -
2, X € x se réduit a X 2, d'ou F(-2)
» - =

(. ™

1
X € x se réduit 3 X = -2 d?c;ﬂ
»

¥

* Pour x fixé dans [-2, I[,

F(x) -.;_.
A
o | e Pour x = 1, X <€ x se réduj
# d
F(x) = %— + .;. - % - a' X=-2)U(x=1) d'on~

* Pour x fixé dans [I b

) 3[- de F(x) = C
méme F(x) = 5 + 3 = 2 f (x) =Prob (X<x)
&

()

* Pour x =3, comme pour x fixé
supérieur a3, deméme F(x) = 1.

e On obtient une représenta-

—

tion graphique "enescalier",

ou courbe cumulative.
————
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+ Remarques
les valeurs sont dans [0,1] et

1. Pour la loi de probabilité £l

e des valeurs est 1.

la somm
2. Pour la fonction de répartition F;
F(x) = 0 pour tout X inférieur ala pluspetlte desvaleurs deX,
F(x) = pour tout X supérieur (ou égal) 3 la plus grande.
croissante.

ne fonctlon en escaller,

30. VALEURS NUMERIQUES ASSOCIEES

ALE TOIRE
ues pour décrire un

O Généralement,
e d' une varlable aléatoire X.

phénoméne i 1'aid
notées X , 5 e X
1°A 2

n
f(X) f(x, ),-- ,

F est u

A UNE VARIABLE

\

on utilise (troxsl valeurs numériq
f‘ Pyl |
i »/{ £ & Ly

les valeurs de X sont

les probabilités respectives :

O Notations :
'_———7 .
f(xn)

oum, défini par :

6\. Espérance mathématique (ou moxenns) deX : AN
, E(X) = ) [xixf(xi)]
i=1

® Nombre notéE x),

: i=n
@0 Variance deX, ‘hotdeV(X), définie par V(X) = J o (x;-m)* x £(x;)
i=1

e® Cela revient 2 :

l V(X) = _lzn[x';,’xf(xi)] - [E(x)]2

@’ Ecart—t:ype (ou coeff1c1ent de dxsEers:.on) de X :

défini par :

o(x) = VX)

3} avec probabilités -;—, 7_1-,%

e Nombre noté o(x),

¥t Exemple : reprenant xefl(-2,1

On obtient :

1 1
-+ L e
3 x 3

Ly

E(x)-2x3+)x2 3
« Par lalére formule, V(X) = (2 . 3 e (] ..l)z ol (3 --]-)2 Eas
3 3 2 3 6

e Par la2éme formule, V(X) =+4 xa- + 1 x_zl_ + 9% .61. _5_
— — 7 / = =4 ok
g = /’\") ? =1 —
' 2
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* d'ou V(X) = %; I

* On a donc oO(X) =

zgg, d'ol o(X) = E%i = 1,8.

O 1Interprétations

e E(X) peut s'interpréter comme la "moyenne" des valeurs de X
qui résulterait d'une infinité d'expériences. Elle n'est pas
nécessairement 1'une des valeurs attribuées 3 X.
@ V(X) n'a pas d'interprétation simple, au niveau de ce livre.
e 0(X) peut s'interpréter comme un "&cart" moyen entre la
moyenne théorique E(X) et celle qu'on pourrait observer enréa-
lisant des expériences ; le lecteur 1l'interprétera mieux a
1'aide du chapitre 12 (3° et 4°). boud

4°- OPERATIONS SUR LES VARIABLES ALEATOIRES

l
|

o les sommes possibles d'unevaleur deX et d'une valeur de Y,

’ Variables aléatoires indépendantes : X et Y sont indépendantes,

lorsque

-

I tout événement relatif 3 X est indépendant

de) tout événement relatlf avy. -

‘ O En pratique : X et Y indépendantes signifie (pour tous xet 2) /‘
Prob[ (X =x) (¥ =y)] = Prob(X =x) x Prob(Y =y)

O pans ce qui suit, il est entendu qu'il ne g§'agit que de varijables

aléatoires indépendantes (ce qui explique les produits de o has

bilités qui interviennent).
ks WD

. Somme de X et Y (indépendantes)

Z = X[+ Y est '13 variable aléatoire qui prend pour valeurg t&ﬁtes

avec la probabilité produit des probabilités respectiveg

termes.

De méme pour X - ¥, avec les différences 'dans l'ordre x

et la probabilité : produit des probabilités des te

P S N —
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roduit de X et Y (indépendantes)
oire qui prend pour valeurs tous les

01’

T = XY est la "variable aléat
produits possibles d'une valeur de X et d'une valeur de Y,

avec la probablllte produit des probabilités respectives des

termes.

. Produit de X par la constante A (homothétie de rapport 1), avec

A#O
XI
produits par A des valeurs de X,

avec la probabilité inchangée.

ﬁ'Exemples : X et Y sont supposées indépendantes,

1'aide de tableaux.
1 , 3 , Valeurs , 0 2 l
v .

e

= AX est la variable aléatoire qui prend pour valeurs les

et données 3

Valeurs l -2
1

Probabilités l 3

| —

1
]

% Probabilités

mmes de
® Somme : on peut dresser 2 tableaux, 1'un pour les sO ]
valeurs, 1'autre pour les produits des probab1lxtes respectives.
?
7 gl v ] 1| 2L
Y \ ' # Y 3 2 3
“P ) Ty Lk
o |2 ' [ z | &' % |12
— = | T |
il &l L
i . (? . 2 6 % 12
évidemment

tenue dans deux cas, qui sont €
probabllltes

® La valeur 3 est ob

i attribue donc la somme des
incompatibles, on lui La somme

I—]2- et 1 de chaque cas, soit 3"
Valeurs

e On obtient : X+Y

. ik
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®r i
roduit : é
de méme, on construit le tableau d
valeurs, celui des produi ‘ et
produits de probabilités est le mé i
eme que lg !
]
1

% 2
Y 3 7 - T p
0 0 ) { = f e -
) 0 0) ] 1 = 20l o n)
7 | (& yres. 1o . TIRAGES DE BOULES: .~ koo lo/ %
2 -4 2 6 ] ] ) ; O Notations. Upe urne contient 2 sortes de boules, les indices |
2 6 4 12 sont relatifs 3 une sorte, les indices-2 3 1'autre. Le nombre to-
12
e La val 0 tal de boules est N, décomposé en N; et N2 = N -N;. Le nombre de
eur est obt : 3 !
_—— . enue ?ans]trOLS cas (incompatibles), on boules tirées est M, décomposé de memé en n; et Nz-
onc la probabilité = + & + A 1 ;
haut. S T T L déja dit plus <% On suppose queé chaque boule 2 13 méme probabilité d'étre tirée
que toute autre boule d e 1'urne, lorsd'un tirage déterminé.
Valeurs 4
= 0 . I
e On obtient : XY 4 6 . T1rage sans remise (ou _Eﬂau/shf) . chaque boule tirée est
Probabilités l l , | , | | , cgnservee. elle ne participe pas au tirage de la suivante, ou
f 6 7 4 12 ' -
o Pmpﬂ.étés, 3 4 12 bien 1'on tire "en bloc' les 1 boules 3 on doit avoir n < N,
e < Na-
e E est lineaire : E(X+Y) = E(X) + E(Y) n, € Ny, M2 P c;;: x C;:
E(AX) = AE(X) ! Loi des tirages sans remise * prob(nys B2) =7 P
Pour X—Y, E(X"Y) = E(X) - E(Y) d
e Il se trouve que : EXY) = E(X) E(Y) : 0 Tirage avec emise’ (ou Bernoullien) * chaque boule tiree est
1 i de la suivante,
. P 5 g se d_ansl urne avant le tirage
Ceci est di 2 1'indépendance de X et Y. examinge PUiS -l poule est supposé indépendant des autres,
d'une bod
ce . J chaque tirage
EEEEEATE, | I tiln'y @ pas de limitation de n, m et nz.
et i N,
ec remise ¢ prob(ms B <—_ ( )

—
e V et O ne sont pas linéaires,
Y. I V(X(PY) =V (X) +V(Y), les variances s'ajoutent dans les 2 cas

éme urne.

——

%;‘ [ vox) = 2V, don oK) = [Alo) |

oi des tirages avet - ——

. sortes de boules danslam

iser a3, Lyoor

Y On peut général

g0 . LOI BINOMIALE: .
. . mise
i atest autre que la lo1 des tirages avec Te€ 5
| La loi binof
. \\\ t D
- e D
e e —————
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exprimé i
p €ée en termes de variables alédatoires.

. Soit 1'Un‘U 1
ivers Q, Sol1t e un événement (ee ?(Q)) on po
» se

Prob(e) = 'évé
(_) p. L'événement contraire de e est e = -
Prob(e) = ¢ =1 - p. .
@® On imagi 'é
gine 1'épreuve correspondante répétée@fois chaqu
s que

o i > ' ~
fOlS Lndependaute des autres, et 1 on Compte le ﬂ.ombre de fOJ.s

(o) ement it I
ul even n ch0151(\9 se reallse + SO ce mb e
'*’.On Peuc ecrire ]{6{0’]!25"'/9"'1“}'

»

Loi bindmi 5 : ——al
¢ Loi bindmiale : loi de probabilité de X, ou&J = Prob (X =x))
. = —
® Si x€{0,1,...,n},0na Prob(X=x) = 0 S
&
l i ke{o, 1,..., n}, on &crit Prob(X =k) = Ckpkqn—k
n

® On dit aussi i
si loi des épr P
euves répété g
p es n fois.

O Propriétés : E(X) = np, V(X) = npql -

Preuves succinctes :

* En | épreuve, 1'espérance "de e" wit | X 54 Q
- S
épr indé q = en n
preuves indépendantes on sait qu'on a E(X) = n 1?,, TN
¢ De meme, la variance '"de e'" est ]2 xp+02 x P:ZPar ln:ante.
eut 1'écri = q9-p° =p- on
P €crirep(l-p) oupq, etonsait : V(X) = pq + poril P>
««++pq=npq.,

(g >

#¥ 3° - INEGALITE DE BIENAYME-TCHEBYCHEV." . - "

Pour tout i = .
0 \_’_g variable aléatoire X telle que E(X) = m et /¢
vYW(X) =a,

on peut écrire pour tout réel A > 0 (\‘?/ 0%
. - - - ; /
, 1'inégalité de Bienaymé-Tchebychev af -(.*)
P Prob(|X-m| >(No) <~
* & ¢
r. [ O
‘ Cette iné ité i 1
df’rr. e inégalité n'est utile que si A > | @si 1'o
’ A n ne T
J que m et O sans connalitre la loi de probabilita de X e
l'on t it " il 2
; rouverait "exactement' la probabilité..

P AN AN
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t X telle que E(X) = 4 et g(X) =0,5.

A =2,o0nai =1, d'oii Prob(|x-4|>1) <4l_

la probabilité que 1'écart ]X—A[ dépasse 1

ﬁExempl‘e : soi
. Si 1'on choisit

« Autrement dit,

1 -
est majorée par 7 (strictement).

""passer au contraire' et dire que la probabilité

« On peut
d'avoir X dans

O Le nom d'€card-type

est justifié par le rdle de O

[3,5] est au moins égale 2 7

(ou coefficient de dispersion) donné 3 o(X)

dans 1'inégalité précédente.

s = 1 > P s . 203 2

Y Remarque : S1 A croit, 3z décroit, la majoration de probabilite
diminue lorsque 1'Ecart étudié augmente : on observe pourtant de

méme pour des probabilités faibles.

tels €carts en réalité

4°. L0l DES GRANDS NOMBRES /™ o

O 11 s'agit d'inégalité, pour un grand nombre d'épreuves répétées.
O ponnées : un univers 2, un f.vénement eE.‘?(Q), et Prob(e) = p-
@ On appelle succés i'obtention de e, sa probabilité est p-
@ On appelle Echec 1'obtention de € = Q- e, sa probabilité est
I, —p'= Q-
O on considére n épreuves indépendantes (comme pour la loi bindmiale)-

@ A la premiére épreuve, soit X, le nombre de succés (X, =1ou 0).
@ A la deuxiéme épreuve, soit X, le nombre de succés (X, =1ou 0).
3 la

insi : = uccés
® Et ainsi de suite, X =1 ou 0 est le nombre de s
% épreuve.

é é <. +X et la
o Le nombre de succés en n épreuves est (X, HE, * n),

+ wye £ X

’ i;fi,_‘—‘l
a T n

n épreuves est F

fréquence des succés en
nombres (d'épreuves) résulte de 1'inégalité de

D La lo1 &
. - 5 1 iabl 1é s F
=1 cheb)'Che" appllquee a a aria e a —_—

Bienaymé
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e Calcul de E s
e E(F) : pour chaque X;, E(X;) = 1 xp+0xq = p,

pour leur somme l'espérance est n
p s pour F on Lhé
de rapport 1 d'ot E(F 1 WP P a une homothét{e
o U ) ——an X E(F) = p.
® Calcul deV(F V()\)-szp'rozxq p?=p-p?
]

| (BT 5 >
d'old V(k.) =p(l -p) =pq. La variance de la somme des X. est la

: pour chaque X

somme des variances, soit npq. Par homothetxe de rapport -
on a V(F) = — X npq : V(F) = -Ei d'ot *G(F) -I/ )

® Inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour F :

| Prob |F pl >AF)<_

O on change de notations, on pose

)\/E,E s 32 L 2 T l
= » d'oli A € o °t 3T = gy d'od la

o Loi des grands nombres (ou théoréme de Bernoulli)

Prob( |F - > P9
(IF-p| > €) < B

d,f - ¥ Exemple

= 1
succEs, on & p =5, d'ol g = 4 é
, P=7 d'ol g 7- La fréquence F des succés et la

T |
probabilité 7 du succés vérifient :

—

: au jeu de pile ou face, si 1'obtention de pile est le

Prob (lF ——| > e) !

S0
oy it TmeT = 2

® Si 1'on joue 100 fois, la majoration devient

o
penser qu'on aura de 40 a 60 succés, autrement 3(1’2 2.1 nfpeu';
: la fré-

quence F telle que 0,4 € F < 0,6 ou 1'écart lp 0 5| 0
-U,0] € 0,1,

e Dans ces conditions, la loi des grands nombreg d
onne

prob(|F -0,5| >0 ] 1
(] | 1) < Z00(0,1)2> soit %,

® On conclut, en passant au contrai
re, que la probabili
probabilité d'ayoir

de 40 3 60 é .
e a succés en ‘100 Epreuves, est au moins &gale ig.

111

on ne doit pas conclure qu'en réalité, il est impossi-

Y Remarque :
ble d'obtenir 30 fois pile en jouant 100 fois

ple", mais cela arrive parfois.

"

: c'est "peu proba-

5° - THEOREME DE BAYES.

O 11 s'agit de calculer la probabilité qu'u-n événement A qui s'est
Eroduit ait été causé par un événement e, relatif 2 (2, ZP(0) ,Prob).
e On sait A, on ne sait pas e;, on examine (ey/A).
e On considére alors & = - e;, on 4 le théoréme :

On _considére a10tS =1

o Théoréme de Bayes (ou loi de probabilité d'une cause)

. Prob(A/e,)Prob(e;)
Prob(A/e;)Prob(e;) + Prob(A/e;)Prob(Ey)

Prob(e,/A)

s U, et Up, telles que la probab111tc

w Exemple : soient 2 urne
On

de tirer une boule blanche de U, est 1080,
ne boule au hasard d'une urne p

t de Uz :
e 2 100
cache les urnes, on tire u rise

au hasard, et l'on constate que 1a boule est blanche. On sup-

i laieiz D
pose les urnes gquiprobables (de probabilité 5 chacune), on
veut la probabilité pour que la boule ait &té rirée de U,.
« La boule blanche tirée correspond 2 A, l'urne U, & e,

Y, 4 % 98 _ 1

; 100 "2 .

« On obtient Prob(U;/A) =—j l T soit 7§
700 *7 * T00 “2

[ cas général : si e, €,s--*» e, forment une partition de (2, c'est-

i-dxrg_g_Lli_aQnLdganLS—dﬁu“deg__ et de réunion 2, on
Prob(A/ei)Ptob(el)

a :

Prob(ei/A) = =
kgl Prob(A/ek)Prob(ek)

chacune des causes é&;-

X

e Cette formule donne la probabilité de

i
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CHAPITRE 13

SUITES. PROGRESSIONS

1° - SUITES.

O 1ntroduction.

R— R

On considére une fonction f : d
@f contient IN ou une partie dx N ' g T B
e u'o ési
N SCN). q n désigne par S (S =N
On considé ™ i a
. re f "restreinte 3 S", autrement dit les vale
départ sont des valeurs entidres R
Dans ces conditions
s onnote ula restricti
iondef as, ecl’ i
’ on dit que

i i —_—
1'application uest une suite, de schéma u : | >

Deflnlt -
. i1on 2 une sulte u est une appllcatlon de W (Ou u
ne partle)

O Notations.
() Au lieu d e
s ' e donner le schéma de la suite u, on peut b
S i se bo a
| l'expression de u(n), on 1'abrége méme en u rner a
(:} On désigne la suite u correspondante par : guite .{ :
suite de terme généra p . Unt , ou
& L u, oumlme : suite (u ) X
n’*

x%-1] _
%+3 ¢ ©on obtient ;:

3 Exemple : 3 partir de f(x) =

N—R

n —l—u(n) P

e la suite u : "
n“-1

n+3 - 5

2
i 4 -1
. on écrit : sulte 3" ! suit
TF3 ) s e de terme géna
. nelN gantrel .

ou encore it n®-1 n?-1
- : suite u_ = ;
n n+3"’ suste (n*3) ?

.

113

. . %*
0 En pratique, les suites ont pour domaine N* ou ]N, et 1'on peut
3 - [ | L3 L . .
aussi écrire 1a "liste" des termes successifs, depuis u, ouu,

sous la forme : ) s
u = (ux’uz"”’uﬂ"“) ou u = (uo,ul,...,un,...).

0 Kang dlun Sime ? entier égal 2 1'indice.
u, est de rang O, u,

de rang 1,...5 U, est de rang N,---

0 ! guites particuliéres.

@ si le domaine d'une suite est fini, la suite est finie, la
liste me comporte qu'un nombre fini de termes, exemple (u,»
de telles suites sont peu intéressantes.

eur de u; (ou “1)

les termes.

“2!""“12)’
@ Suite récurrente : suite donnée par la val

et la maniére d'en déduire Successivement tous

\ "

est récurrente.

'* Exemple : lasuiteu définie par o
o = 1

n u _+2
n-1

On peut calculer u, par la formule ol 1'on suppose T =1,
d'ofx u, = g—:—% = -};, de méme pour u, (n=2), etCesss mais ces
calculs sont inutiles en général.

2° - NOTIONS ASSOCIEES AUX SUITES;

O on considére des suites infinies, de domaine IN et de terme gé-

‘leral u_ .
. q S €
sante : tel le que u >u vnﬁ I ¢

¢ suite gtrictement CIOis

é i 3 <u VYn € N
@ Suite strictement décroissante ! telle que u_,, <Yy’
soit décroissante, est dite mo—

i i issante
e Une syute soit cTro1s ,

notone. "
i <0,VnE
. suite alternée : suite telleque u U, =% |
-___-—‘—-'
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)n

s -1 >
‘ ‘k La suite u = ( est alternée.
1 n n+l

’ Suite convergente : telle que u

oy tend vers une limite finie

lorsque n tend vers 1'infini

* La suite u = (1)
n

= —5i1 comverge,

la limite est 0.

' Suite divergente : suite non convergente.

* La suite u = 1 + (=1) diverge car les termes valent’ alterna-
tivement 0 ou 2 suivant la parité de n :

2
" -1
* La suite u = &

o = diverge car la limite est infinie.
]

pas de limite,

' Sous-suite (ou suite extraite) d'une suite (u )
e ———

® Lorsqu'on ne considére pPas tous les termes de la suite (u )

’
mais seulement ceux dont le Tang n est défini par une 1loi don-

nee, ces termes forment une sous—

*Si u_ = en?

suite de la suite (u )

e i1 1la sous-suite des termes de rang pair (n=2p) a
‘ pgll_lr terme “général e celle des rangs impairs (n=2p 1) :
: 2p+2-

y

L | 3° - CAS PARTICULIER DES PROGRESSIONS,

8

O Parmi 1'ensemble des suites, deux sortes de suites récurrentes
interviennent souvent : les suites arithmétiques,

les suites géo-
métriques, que 1'on a coutume d'appeler
i

progressions,
suite (récurrente) (y
u, est donné, et u = u, ¥ “(wmel)

n+! n
i avec r constante, r # 0 ; r est la raison,
£ |

W . Progression arithmétique
| ——

n) telle'que

i ométrique : suite (récurrente) (u

: . 2:051‘&5810:1‘5 q ]N
| u, est donné, et u__ =u Xg (vnelN)
: avec q constante, q # 0, g # 1, q # =1 ; g est la.rajson,

n) telle que

L —

\
\
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d définitions les raisons relatives i des suites
es
[ on exclut '
gans intérét pratique.
o o oo (fes pour les progressions.
¢ Formiules usuelles pour les prog o
- dnéral u_ en fonction de u,, de la raison e
@ Terme gé "

o . = + nr
£ ithmétique : U Yy
® Progregslon ari n

v = X
; gométrique : u_ = U, © 4
e Progression geom n

ectivement
% Plus généralement, on a TSP « P (pel, p<n)
=u
u =u + (n—-p)r “n P
n P

. Terme e eral u onction dU p:ecedent et du Suluaﬂt-
en f )41
g 2 n

+
u -3 un+1
i éti 2 W —
® Progression arithmétique L 5
i = Yu Xu
é e o - nt+l
e Progression géometrique I nl b

ivement
respective
- ment, on a
% Plus générale

- X u
= u
up-ptun+ : uy n-p n+p
us = 2
n

es ()[ll),ule e arit e et eome=
hmetiqu g
s sont Celles des moyenn s

o ions.
rogressio
tivement d'od les noms des prog
i c X
trique respe '
¥ rogression.
S des n premiers termes d'une prog
@ Somme e

i1l ro, (o) o) veut trouver
reSSlOn commence a ua. n e
g

® S ap

r u,, dans
Yy * Wy tere fam la progression commence par >

= ser que lors @

éfére suppo .. . on aa

e On préf =, u, Frettu

ce cas la somme 3 trouver est S 1

( u )
P ression i = —(u
L] i ue S +
e 1 31’1[hmet1q
B s n 95 1 n
TOg
a a 1-q
L] r ; '9 : S - U=
P ogtession gometrique 1 |
geom Cr ique e prem:l.e
3
si une p!Qgressxon aome d r

d vers
iculier : .. rsque n ten
% Cas part fie |q| < 1. la limite de 8, loreq
véri
terme Y,

]n], exlste (Cﬂl Cl » 0), on la note S,

1'inf

g = llm(S) q
L_;L"'_———-
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P*' our x =1, 2,..., 0

<rivant le binome de Newton (1+)7° P el

O En éc ".onvenablement”, il apparaitune

pyag Exemple : un liévre blessé veut rejoindre son gite distant de
ute membre d membre

300 métres. Il parcourt 100 m et s'arréte. Il repart mais ne ajo
. s . Si iy ) D
peut parcourir que le tiers de la distance précédente, et dojt lation générale entre Sl i R
T ~ . . . -~ =
s arréter. Et ainsi de suite, le liévre procéde par é&tapes re- : e L
: : ; . 2 2 ]2 ) ot C +
présentant le tiers de 1'&tape précédente. On veut savoir s'i] x=1: ml CPHI ' pt! ’
arrivera au gite. -
Réponse : il 1 1 I 9 g €2 22 gevener -+ cP 12p+2P
: b parcourt u; =100 m, u, =gu, u, = FUysere, x=2: =1+ CP“ pH ’
Y2 T 3UYp-y2--- Lasomme est la limite ci-dessus, soit 1001’n= 150m. 2z 32 +cP 3p+
: bp el e T
Le lecteur peut conclure. ¢ v ' <P 3 kj x=3: &E:\l,. ot b CFI’“B * CPHB ’ i
4° . SOMMES USUELLES. b ivieessenssssaneneseeect pp!p“,
5.3 o eeseee =00 " +n
[ @)P =14 ¢! n + C;,,lnz deesrreet OO0
Somme des n premi i b et ) o
premiers nombres entiers (on exclut 0) s
p + 1
oot CPHS(P)

n

k=142 4 q =)
k=1 . +1 1 +C2 g2y Hwss
somme : (n+1)P =n+cp+15(l) ot
méme maniére g'8liminent.
35(2) + 1, 0n en

= 3 et S(3) ou

s expressions

o o T . . :
Preuve : il s'agit d'une progression arithmétique, u, =1, u =n,
n

n
la formule Su = ?(ux +un) donne le résultat.
Y Remarque :

e Pour p = 2» Zkz
tire S(2), c'est—a-dire ] g

les termes marques de
=n + 3

a(n+l)
on a (n+1) ~2
De méme pour P

’
on obtient le

@ Somme des carrés des n. premiers entiers (on exclut o)
de proche en proche,

i | n

B |

5 _ TP m g 0% g it B
k=1

Il ne s'agit plus d'une progression, ni dans les cag suivants

n(n+l) (2n+1) =
6 Jk®. Et ainsi, o
I (P) ou ]Zk .

des sommeS$ s

f
@ Somne des cubes des n premiers nombres entiers (on exclut 0)

|

1#

/ & B
| Jk?=1%+2° 4e0uy p3 = B (041)

‘ k=1 4

|
@ Cas général : somme des puissances p oWes i fkp'
k=]

n
® On pose [ k = §8(1), (déjé trouvée
k=1

. n(n+l
s B50),

et de méme, [kz = 5(2),004, ka = 5(p),

st R

AN

el t o TP I 8
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- —+ Vel :
i) F_fzs; . Je ¢ Z) c;.U\J,vvtj o (-.S‘) M
- C ‘ ‘ R wl R
(i o o ~ O it i ol
{ — \(,p no \ D S oy '\96' Jo e ‘J:kikg B ‘_3‘\A ’ 119
“fi aCw et Fow vV 5
i 74:—— Cl:AP/TRE 14 \Q-. — (.\N\:bL l’\{ o Dans ce Cas, si £] et fj désignent les dérivées de f, et f,,
;.{ P /)—{()NE / e B Gugh —ﬁu—‘_‘ (3 | et si la base est donnée une fois pour toutes, ona JEr=(e),ED
' T'ONSIV ] (RN SN Gl ~ n v ’
£y de méme pour £", etc... (ou s il y a 3 composantes).
/| ECTORIELLES. CINEMATIQUE e P * \ P : es
"':, ~ter~ \(-)g ¥r Exemple : pour f(t) = (3!:2, t*+ 1), on trouve f continue sur R,
43 / gri R Zr(e) = (6t,4t%) et lim £(1) =(3a’, a*
N4 1° . FONCTIONS VECTORIELLES. - agcivable sur R aveeE!(0) = (Griel) ot UREE =0 20
R 4,-'10 Définition ( f - =0 Opérations :comme s'il s'agissait devecteurs.
ie 1 est dne fonction vectoriel sl 5
gt ! | est 3 ]R/ Rz @7 orielle lorsque son schéma ¥ Exemples : si —f(t) = (387, t* +1) et g(t) =(t, t?) on a
i b °F /: \ ou F: IR‘—’R’ - c?+§><t)=f<c)+?£(c>=<3c’+t,t“+c2+l>-
— (¢ — . i X est constant, (AE)(t) = AE(r) = 3AL?, Ac + ).
.« En base orthonormée, Z(r) - a(t) = 3eP+e7 (7 + 1),
F [|Ecer|l = Voc* + w07, el = JeZ + t-.

: >i‘u. - =
£ Cf_:j::/ﬂ O L'image £(t) est und R? (ou R*) '
| e (ou , autrement dit f re-

i /
r A(
.: [
f

¥

présente 2 (ou 3) fonctions—composantes de R dans R
’ s K.

b 4 Exemple :

est constituée de : .

e s [R—=

si () 2, e47)
= (3t :}/(l) dans une base donnée de R’, ¥
S — ¥

£

) ¢

- _’fl(t).atz o fa t — f,(t) .
2(t) = ¢" +1

i (Limites, co T ot
0;. : ’ :!:inmtés, argvgczons,f

| y
: On définit lim £
: O on dgfimt lim f(t), continuité de E, dérivées £', £,
» £, ..., @

pﬁ ——
memes notions pour Chaque fo“c tion CompOsa te.
rtir des nce

que f;(t) et f,(t) ont une limite quand t tend
® Dans cecas, sif, (t) vers a.
1 ——aetfz(c)_..s’ ona -+
: f(t) — (a B)
»

de méme s'il y a 3 composantes.

, @ F(r) = (£,(
' ) 1(t), £2(t)) a une limit
2 une limite quand t tend vers a
» lors-
[

f = (f;, f;) est continue (au point a, ou
£ et f e » ob pour £E&I) lorsqua
1 » sont continues (en a, ou sur I)
Fetey, i .
1» £2) est dérivable (au poi
(au point a, ou pour tE€I) lorsque

f, et £, sont dérivables (en a, ou sur I).

2° -'CINEMATIQUE GENERALE.

indépendammentde leurs causes.

ude des mouvements,
(ou d'objet assimi-

on se bornme au cas du

e
/[ ’f{ciﬁémafique : Bt
' [ pans ce liavre,
11ab1e 3 un point). N v
O La variable est le "temps" t (explici\tement ou non).
e date 0 3

’ i1 s'agit de la date tj T€ grée par rapport d un
8 3 P
non précisées en général (au contraire des

=
=
En fait,

1'aide d'unités
sciences physiques).
[D Un mouvement 2 toujours lieu par rapport a un repére donné.

on prend un repére orthonormé du plan affine (ou
pour situer le point M, gt 1a base de ce

En pratique,
res (définisci—aprés).

de 1'espace affine)
rimer les vecteurs nécessai

repére pour eXp

cas du plan)

.
o oy B P
mé (0,1,]),

"D&finition d'un mouvement; (
i1l est équivalent de

e Dans un repére orthono
—_—

-+ -
\J-; connaitre M(x,y) ou OM = x1 + y]s d'od 3
e . + T
“i ,,: Le mouvement de M est défini par le repére (0,1,_))1-"5lr
e 3] S + -
N jon vectorielle : \c—o OM(t) =x(‘l:)1 +y(t)j -

b X
- BZ x,,t,—-——}-b

1a fonct

—_5

OM

vsl't' r———‘bb(""‘>

%‘;ul‘/b‘“) fﬂ\-‘\“‘wb‘
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/( ’ Trajectoire, vitesses, accélérations,(cas du plan)

~ }’ Trajectoire’: ensemble des positions de M lorsque t varie

® Ayant M(t) = (x(t), y(t)) par exemple, on dit que 1a trajec-

‘}L toire est une \courbe parameée trea (de paramétre t).

T @® vAif:_esses:: on distingue vecteur vitesse et v

v
\

® Si 1'on &limine t entre x(t) et y(t), on obtient une €quation

artésienne ;
E a‘ 5 la courbe correspondante contient (ou est) 1a
trajectoire.

itesse scalaire.
® Le ecteur vitesse de M est noté V(M), défini par :

d OM ( dx
ou

> d
V(M) ‘= o a—t,ﬁ) dans la base donnée.

® La vitesse G?a-lfa;a est notée v(M), en géndral prlsef-’_gosi—

“tive)mais ce n' est pas une régle absolue : si v >0, v est

définie par :

Lven -

“V(M)“ ou vx'Z ¥ y'Z,

’5. ﬁ;eierat:.ons : on distingue vecteur accélération et accélé-

\|
i
\

\
\
\
\

Exemple : si O_lq(t) = (3t?, t* + 1), on a x(t) = 3¢2
2

ration scalaire.

® Le vecteur accélération de M est noté P(M),
d on d’x d%y
2 (dcz’dcz)'

® L'accélération scalaire est notée y(M),

défini par :

Ty =

en général prise
positive mais ce n'est Pas une régle absolue 3 si.y 2 0, yest
définie par :

Lyeo = lIfon|| ou sy,

2

» y(t) = t* +,
® Trajectoire : t -%d’oﬁ y = L 1,

5 la trajectoire est

portée par la parabole d'équation y = xT +1 ; o0orx3 0, done

la trajectoire est la partie correspondante de la parabole.
® Vitesses : V(M) = (6t, 4¢° ), v(M) = /36t2 + 16¢6 =2/t2z4"‘17"_5't .9
on a v(M) = 2t/4¢t5 ¥ 9, .

et si 1'on sait t > 0,

M e

121

Fan = €6,1262), Y() = /36+144c" =6/T +4t.

Ps Accélérations
ues - dV
o - _:_117_, mais en général Y # . 1
e i é si on le
¥ gn "significatlf", lorsqu'on falt un schéma, .
el ine : V(M) est tangent en M 3 la trajec—

7
N\
—_ énéral. *<
avité en gen

trace avec M pour orig

toire.
F(M) est dans la conc

t P(X(t),¥(r)) tel que 0B = V(M).

e De méme,

. trajectoire du poin

. ar
or‘ qggraphe , elée jndicatrice des vitesses, C
Y L'hodographe est aussi app oo
t P on déduit 5
a tant, comnnaissan
i chaque ins 5
3° . MOUVEMENTS PARTICULIERS.
T ement par traJeCCOLrges 1a trajectoire est sur une
4 e la
- ligne : lorsqu
O Mouvement recti
B lan
droite fixe. ‘ . e
¢ Bian) : lorsque la trajectoire e
e Mouvement | i
’ j ijre est sur une
3 11§ne lorsque la trajectolr
® Mouvément curv:.
] 1 : cle).
A t circulaire (trajectoire: cer
i i le mouvement C1TCU 2"
En partxcuher,
x oissante.
.G assement par v e:: T raue 528 >\O . “V” N
/| —e Mouvement accéléré N \elere e e
freiné
retatdé ou
’( — @ Mouvement
2 f nte,
. = 4 consta
"contrau:es ifo  Lcaque ¥ .F Lo ey, o
: el nte.
— @ Mouvement Consta
5 t varié lorsque Y .

1 descendant'

et uniformément T22==

AL} .
h e 'vertica
k 1 trajectoire est sur 1l'ax :
s . . .
*!c TP naitre la cote z de M, on -
i con —
e Il suffit de P gh i i
te
z'"'(t) = 8 conscan » Constante)- z

+v, b+ 29 (Zg
tante), 2(E) = —gt :
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CHAPITRE 15

® Dans ce ca
s, o = -
» on a v(M) = gt + v, non nécessairement posi
e 081-~

tive, et Y = g :
: Y = g : le mouvement est uniformément varié

/"k Mouvement circulaire : on plaﬂa\l'origine 0 au centre du cercl
INTEGRALES. PRIMITIVES. AIRES

-® I1 suffit de connaitre Ox,0M = o(t) 1e rayon R
, car

O—ﬁ = (R cos ¢,Rsin¢).
-—® Soiltl;r”ggitai'gg__glej, onaT _l. (ii, onaV= R¢'sin¢,R¢’ )
d'ot ||V =R|0' s 1 & ‘
6], et si 6 (t) >0 (W) s v =B4", T =(-sinicos 5. 10 _INTEGRALES D’UNE FONCTION EN ESCALIER.
O Fonctions en escalier.
prend des

f(]R — R) est en escalier lorsqu'elle

AP
R AT i
= T ‘ péfinition:
#
valeurs constantes sur des intervalles successifs, les cons—
-
rise S e I Y tantes pouvant changer suivant les intervalles.
e
w Exemples.
’ ¢
0 ,| R x (D Les foncti de répartition d iabl 1éatoires (cha-
(9&19/ onctions de répartition des varia es a 1
pitre 11). R 7
o ——
~® Dans ces conditions {; = > Mg @ La fonction E, ou partie entiére, E: , telleque
2 &’ et si = . ->
rotation d'angle + = n 0 est déduit de;ripar 35—}
I g 7» D est unitaire de }?" ';I_ (cos ® in¢) E(x) est 1'entier. immédiatement
. eut dé ki - == -sing). T F
peut décomposer ' en I' = Rd’"-'lt e ke 2 inférieur (ou &gal) @ x. Y
¢ re" $'%n, on a Y =R/GTES G
o= est la composante tan i i )
gentielle d 2 e pour x = 0,37 E(x) =0 de
normale. —_—c e —f’ R¢' la composante : AP 3 ( =t
*—— méme, VxE[0,1[. =t
e M:uvement circulaire uniforme : v constante d! 3 * pour x=-0,42 E(x) =-1 ; de 1 J[-—{ .
e ——— = W
¢" = 0. ol ¢' constante, méne, ¥V x € [-1,0[. 9 113
« etc... d'oi 1a représentation —C
graphique. /

b] d’une fonction en escalier f;
) et [a,bl, donnés.
et x, = b)

"]xn-l ,xn[ tels

® On pose ¢' = w (vitess
e angulaire),.on v - -+
s —v&v -lt = sz;;'.

O Intégrale sur[a.

Somme de Riemann :: Soient f (en escalier
On a des intervalles successifs (en posant X, = a»

désignés par ]xo 1 ¥ [ ,]Xl :x2[- ceay ]xi’xi'ﬂ [>-
que sur chacun, £ a une valeur constante
les valeurs.

soient Ky Kyseveskiseisky
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® La somme de Riemann (pour f et [a,b] donnés) est définie par

i=n-1
'Zo (X100 = %) X%

1

ou (x_ - - c -
(x, x )k o+ (x, x Dk *e.ot (x, x Dk

2 > b
‘ InteﬁgLaIe de £ sur [a,b] : nombre noté J f(x)dx, défini par :
a :

b n-1
f(x)dx = ) (xi-n - xi) Xk, (somme de Riemann).

A i=0

> g Exemple : Si f(x) = E(x) précédente, son intégrale sur [-1,+3] est:

|

s

EGx)dx = [0- (-D)](=1) + [1-0](0) + [2-11(1) + [3-2](2)

J- 2 - 1= "‘_,,,,.—/',/ 3N ..

. S e / i
n trouve : — 1+ 1+ 2, soit 2. R 1
: 1‘;>

* Remarque. b
L - = 2 e .
L'intégrale J f(x)dx représente la somme des aires algébriques
a

des rectangles successif & "
s, de "base (xi“-xi), de "hauteur" k;.

o rg.rog:iété—é_}no tation allégée)

® Si f >0 sur tous les intervalles contenus dans [a,b] (ja f) )
2 ? z .

b b b
® Linédarité : (f+g) = J £ o+ J g
a a

a
(b

b
&t @ J (Af) = A f) pour X constant,
a

a

e Relation "de Chasles" :

en particulier :

125

20 - PRIMITIVES D’UNE FONCTION CONTINUE.

a—
0 ‘pafinitions:
"I d'une fonction F, appel

si f est continue sur

rivée sur

lF primitive de f<>F' = f (sur I)
ﬁ' Exemple : f(x) = 2x est dérivée de F(x)

%2 +3 est primitive de £(x)

F (%)

0 @;}‘iﬁg@g . si F(x) apour dérivée £(x), F(x

tante) ou : si F est

de f.

1

e Si F est une primitive de ;8

t;ﬂs}: 1'ensemble des primitives de f (donnée)
Ry

Y Par définition, si F est primitive de f, on peut &

Jf(x)dx‘ = F(x) +C<>F'(x) = £(x)

* Primitives usuelles

1'intervalle I, elle est la dé-

ée primitive de f(sur I).

= x%+3 (sur R),donc

2x.

) # C aussi (avec C cons=

primitive de £, F + Constante est primitive

est noté !l’ f(x)dx.

on écrit gussi :Jf(x)dx=?(x)+c.

crire ¢

(C désigne une constante quelconque).

eX

£(x) jf(x)dx £(x) f‘f(x)dx
; =
_f \_) cos X sinx +C consctante K Kx +C
‘ f sinx |-cosx *+C Ya > 0 x& E;l—,'-‘ia“ +C
] 1 1 =1
(1+tg2x) ou tex +C||Va > 0,a#l — +C
cos’x B & fa-nx™!
(1+cotg?x) ou ,lz - cotgx+C || x> 0o0ux<0 —I- Log|x| *+C
sin X X

eX+C

de la dériver :; on doit retrouver £(x)-
LS

[ Pour contréler 1'exactitude d'une primitive de f(x).

i1 suffit

T e g et et -
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e de dérivation donne lieu 3 une formule pour ]eg

O Toute formul
primitives : o
X - 2/x +C, etc ...

¢ 8 _
%) —57;- donne S

3°_ INTEGRALES D'UNE FONCTION CONTINUE, CALCUL D’AIRES

O pProbléme de calcul d'une aire.

e Soit la fonction £, soit

. ~ k TN
[a,b] un intervalle ot f est
continue et ne change pas

de signe.

e On veut calculer 1'aire

du domaine D suivant : a

0 (xo) x X, n—1 (}1)n)
D = {M(x,y)/a<x<b,0sy<£E(x)}
e Graphiquement, D est limité par les paralléles a Oy d'équa-

tions x = a et x = b, 1'axe Ox (y=0) et Ce (y=£(x))

O 1dée de la méthode.

“Oﬂ partage [a,b] en n intervalles, on remplace f par une fonc~
uon'en escalier "bien choisie", on est amené i faire une sommeé
de Rlefanﬂ qui donne une valeur approchée de l'aire.

® Ensuite on améliore le résultat pour arriver 3 la valeur

exacte. L:ﬂ'“l”'

O aApplication de la méthode

* On pose x, =
0 da, X = b
- » le partage de [a,b] en n intervalles

est défini par x x
o?* 12 Xz, e s &
s fh ¥ .

* Sur chaque int st
ervalle ]x

%, {

une des valeurs de £0x) pour xip, . u. [ K

X. , X,
i? ,,,[-

* Une valeur ap P -
proché . n-|
edel'aire egt z (i

i=g 1% “xg ke

¢« Une
pour chaque %,

une valeur pa

. Intuitivement,

diminuant
cés et par def

leurs par ex

cherchée de plus en plus

%X, . =%

que ( i+1 i

tat admis dans ce livre).
—

O conclusion et définicion

la valeur maximum d

r défaut de maniére

la mesure de tous les

prés ;

) —=0), on obtient

f(x)dx 1'aire exacte du domaine D,

¥ 94

20

ement obtenue si 1'on pr

valeur par excés est certailn
2 [, (et

e f(x) sur Jx. »%. . 1>
semblable) .

ente indéfiniment le nom

a la

1'aire exac

on dit que °:

¢ On note Lf

b

f(x)dx est 1'incégrale

a

définie de

@ On cherche un moyen de calcul

précédent.
@® ce moyen e
O [Théoréme

b
f(x)dx = F(b) - F(a), on

a

‘a

st fourni par le théoréme suivant.

Preuve succincte : avec les

notations de la figure, L'aire
hachurée S(x) est limitée par
A'A(x=a). A'M"(sur 0x), M'™
(x supposé fixé, a<x <b), et

un arc de Cf.

£(x+h)

f(x)

3
a

si 1'on aug=
segments [x=. .x;.'}, les va-

sfaut correspondantes encadrent 1
a limite (si n——= et C
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On cherche le nombre dérivé de
S(x+h) egy limite

S(x) auy Point 5,
. L] { ]
oo ' CParA'A, A'p', prp et Cf, donc S(x+h)
imitée par M'y, o

=S(x)
P'P et 1'are PM de Cf. Ea
* Si h est "petit", cette aire "petita"
petite" ege €ncadrée p,
r.;
MTPT MM et MTPT x PP ;

(termes de sommes de Riemann), done

par h x f(x) et hx {(x+h) s done &%

£(x) et f(x+h) ;
£(x) et f(x).
D'ol S'(x) = f(x),

Primitive de f,

€8t encadrg par
quand h — 0, g obtient S' (%) encadrée p,,

il n'y a plus d'approximntion 1d'ol Segq

) L
l. Si X = a, S(a) = 0 ; gi X =b, S(b) = I)
a

f(x)dx, quantité
cherchée,

2. Soit F(x) une autre primitive

F(b) - F(a) donne

rait et S(a) = 0,

¢ F(x) = §(x) +c.

Alors,
(s(b) +¢) - (s(a) +c) = S(b) ¢

ar C dispa-

3. Le théoréme est dé

b
montré, J
S(b)). "

f(x)dx = F(b) = F(a) (chacun vaur

)" ¢ Exemple

Y4
* Soit f(x) = sinx ;

i lacourbe re-
présentative en axes orthonormés est

. - | S
une sinusoide, f pe change pas de
signe sur [0,71] par exemple. /GZE x
7] N Y
* L'aire hachurée s est donnée par O 1 ™
Iﬂsin)cdx 3 une primitive est = cosx, d'ou :
’ A = [-cosm) - [- cos 0] = (+]) - (-1) = 2
* Remarques
@® Unité d'aire : aire (positive) du carré de cdee ) en repére

orthonormé (ou de la figure correspondante, dans d'aypy,

péres). p— o

@ signe de Jb f(x)dx : 1'étude des différents cas de fig,
arde le m@dit signe ct ol on intervertit les rdles
o

donne la régle :

Régle ratique : ep partant du

point (a
de 1'axe 0Ox

»0) vers 1e point

» N continuant "gyp la lancge"

frontigdre du domaine,
1.

(b,0)
3 parcourjr la

Si 1'on obtient 1e Sens positif, jbf(x)dXQSt positive
o ’

2. Si 1'on obtient le seng négatif, Jb f(x)dx est négative.
a

® Les Propriétés relatives a

b

j f(x)dx si f est en escalier,
a

généralisent au cag de f co

se
nt

inue, .en particulier 15 lindarite,

4° - CALCUL DE PRIMITIVES.

\

O saut les cas ol les primitives usuelles s'ada

ptent directement,
on dispose de 2 méthodes d'i '

ntégration.

® /ntégration par parties. '

, Judv = uv -J[vdu

Preuve succincte

t(uv)' =u'v +uy! fournit uv=J'u'v dx +juv' dx,
les notations différéntielles (u' dx=du et v'dx =dv)

donnent
le résultat,

® Régle : décomposer f(x)dx en udv, de manidre que :

v soit facile i obtenir, - | vdu aussi.

dx R
‘A'Exemple : JLogxdx 3 u=Llogx, dv = dx donnent du =X VeXs

d u = o .
d'od JLog xdx = (Log x)x -Ix?x, d'ou jLogxdx = x Logx-x+C

\ -
&\\i ® Intégration par changement de variable.
fay) OF

La formule : x = ¢(t) = dx = ¢'(t)dt, introduite dans jf(x)dx,

B> donne : , jf(x)dx = Jf0¢(t) x¢'(t)dt

® Régle : dans f(x)dx, chercher une différentielle intéressante

écé te.
\ { qui jouerait le rGle de dt, adapter la formule précéden
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Yr Exemple : Jsin’x cos xdx ; cos xdx est la différentielle
e
d'ot cos xdx = dt, il vient |t34¢

sin"x
—=+C.

)

on pose sinx = €,

sinx 3}
d'ou Jsin’x cos xdx =

3 t
on obtient 5

% Attention! En pratique le changement de variable se présente

sous la forme t = ¢~
5 " _ (b

plique la méthode a J f(x)dx,
a

1(x) et non pas x = ¢(t), donc si 1'onap-

|¢ doit 8tre bijective sur [a,b]»

5° - COMPLEMENTS.

O Valeur moyenne de f sur(a, b)

o Qéf}ﬁi;on? la valeur moyenne de f sur [a,b] est le nombre h,

btadamd

tel que :

1 b
h = e Ja f(x)dx

* Exem
ple : sur i i
i i e 2[0,2'"]. si f(x) = sinx, on obtient :
5 s 'n-HZ:os 0], la valeur moyenne est 0 ; de méme, SUT
[0,7] on obtient 7o ete...

* (;raphiquement en axes orthoncrmés h(b—-a = f(x)dx montrt
que h est la valeur sur ]a b[ i ier rea
’ de la fonction en escal i é

: (3 ot =
aanst l'ega]ix_:e des aires correspondantes
y .

&
|

|

| ST
)

\

frréoreme de

A el Lk S e .
[a,b], i1 existe au moln

131

Jamoyenne.
B s un point c de

si £ est continue sur
]Ja,b[ tel aue £(c) = h (valeur moyenne) .
[-1,+11, si £(x) = %2 -1, on obtient :

f{Exemple : sur

+1 -2 =2 2 1.

h =_;_J'1 (x2 - 1)dx, g i ; x2 -1 =—§—donne x< = 3,onl:rouvc-z
2 points

-1

r la notion de valeur moyenne de celle de va-

% On peut rapproche

leur efficace (en sciences physiques).
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CHAPITRE 16

LOGARITHME NEPERIEN

1° - DEFINITIONS, PREMIERES PROPRIETES.

———iiar

O 11 n'est pas possible de définir J%:E par des formules de type

algébrique, on a cré&é une primitive particuliére de la fonction

£ 3 t———:-:-, celle qui s'annule pour t = 1.

‘ Définition : on appelle logarithme népérien (ou naturel ) de x
e ———
X
(x >0), et on noteLogx (ou@, 1'intégrale j %—
1

x
Pour x > 0 : Logx = I -th-<:>(Logx)' =_:1?
1

O Graphiquement, si 1'on représente pour
t > 0 : la branche d'hyperboled'é&qua-

. 1 %
tion y =¢ et les droites d'équations

t =1, t =x,Logx est représenté par

1'aire indiquée.

{ [propriétés
® Si x = 1, par définitionLogl =0 (graphiquemem;’ TEhTrs est

 Logx

nulle).

e Par la régle des signes des intégrales, on obtient : ; (/,,
Logx >0 pour x>1
Logx <0 pour O<x< | /,

® Par dérivation des fonctions composées
» On obtient
pour

£(x) = Log|x|, f(x)‘—81’¢>° f(x)'-lﬂix<o '
d'o
| £(x) = Log|x| => £'(x) =

& - ‘;"‘_i‘ %

LN
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20 . FONCTION LOG.

[ L'interprétation graphique de f

% Etude de Log :

X
‘—itE .par les aires permet de re-

1
trouver la plupart des résultats suivants.

* .
R,—R
x ——Log X

e Domaine de définition : x > 0 d'aprés la définition initiale

de Logx, d'oli Logx est définie s

i et seulement six eststricte-

ment positif.
e Valeurs limites : quand x——O

lim (Log x) = —=. De méme, 1im (Log x) =
x>+

Log x est négatif, on obtient

x+0%
. . e o —_— 1

@ Variations : la dérivée est positive (; pour x > 0), donc
fonction croissante.

e Valeurs usuelles : Logl =0 (correspond au point sur Ox de

en ce point, tangente paralléle 3 la lére bissectr
(e=2,71828...).

la courbe) ; ice.
I On note e la valeur telle quelLoge = 1

Au point correspondant, la tangente i la courbe est dirigée
par (1,%) donc elle passe par l'origine.
® Représentation graphique

ci-contre.

Propriété : si l'onrestreint

~J
oy
Log selon le schéma : i-— ----------- /
R:——»R \\1"/‘/
\*0 + + — X
R
S

Log :

x ——Logx
on obtient une bijection

(continue, croissante).

- PROPRIETES DIVERSES.
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l x% Log x —~ 0~ (a positif quelconque)

L
; LB __ g%, o

@ Quand x — +», Log x — +*, mais
—'ﬁ%’i——o* (a positif quelconque)
x
e Quand x — U, on peut écrire Log (1 +x) = x, ou

Log (1 +x) e
x

{ Logarithme d'un produic: Log(ab) -Loga +Logh (aetbpositifs)

par dérivation de fonction composée ;
1

2 : Log(ax) et Logx ont méme

v o8 gven '
(Log.u) 5 d'ol Log(ax)' = —
dérivée, d'ou Log(ax) =Logx + C. Pour x = | :Loga = 0 + C,

Preuve succincte :

d'od C =Loga. On remplace x par b, on obtient la formule.

o.‘-Autres_ f_pgmg_lers'v:: on déduit de la précédente, les formules

2 = - 1
Log a® = ZLoga, Logy = ~Logb, LDg% = Loga - Logb, et finalement

a
l Log (a) =aloga (a exposant quelconque)

4° - EXEMPLES.

@ Résoudre : Log(x+1) + Log(x-2) = 0.
A

. Méthode : prévoir le domaine des solutions, calculer ensuite.
» Log(x +1) nécessite x+1 > 0, x > -1 ; de méme x > 2 ; fina-
lement les solutions devront vérifier : x > 2. On peut écrire :
e Log(x+1) + Log(x=2) = Log[(x+1)(x-2)] = Log(x2 Sxi=2y
L:g est bijective, Logl = 0, on est amené a ; x? -x -2 = I, ou
x?=-x-3 =0 ; A =13, on écrit 2 solutions : X, - Ji=mnld —2/|_35re-

" 1 +/13 5
jeter, xz = —5— (valable), l'équation a une solution.

@ Résoudre Log[(x+1)(x-2)] = 0.
e (x+1)(x-2) > 0 donne pour domaine : x < -
loux>2; et

les calculs déja faits donnent 2 solutions : 1 -/i3 - 1 +/13
toutes deux valables. PR b
it
e ~ s A\ o
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CHAPITRE 17

EXPONENTIELLES ET LOGARITHMES

1° - EXPONENTIELLE DE BASE e.

* - 3
Log est une bijection de R+ sur R. elle admet une réciproque,
d'ot la définition suivante-
: ‘on appelle exponentiellede base e et 1'on note exp,

. /Définition :
#
I la bijection réciproque de Log-

R—R.

x ——— = exp(x) ou e

® Schéma exp :

e On emploie le plus souvent la notation e (e 2,71828...,

chapitre 16).

O Graphiquement, la courbe re-
présentative de 1'exponen-—
tielle sedéduit de celle du
logarithme népérien par sy—
métrie relativement a la pre=
‘miére bissectrice (y =x) ;on

retrouve ainsi la plupartdes

résultats suivants.

% Fonction exponentielle (de

base e).
e Domaine dedéfinition : IR, ou ]-», +=[.

proprigté : ¥x€R, e* > 0 |

4ond X +
limites : quand X —= -%®, & —= 0

« Valeurs
X
quand X —.+u::' el — +®
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e Variations : i éci '
s : exp est croissante (réciproque d'une fonction

croissante).
0 - | (correspond au point sur Oy) ; pas

* Valeurs usuelles : e
e correspond au point (I, e) ol la tan-

de point sur Ox ; e!
gente 3 la courbe passe par 0.
+ Représentation graphique donnée 3 la page précédente.

0 proprictés diverses.

eEquivalence :pour y > O,Iy = e¥<¢>x =Logy

eDérivée :dérivant x = Log y comme fonction composée, on obtient

1 =L, ouy =y, dlod ) = ¥ > £ 00 = o

et par suite f(m) (x) = e* et Jexdx = e* + C.

elimites
. x + : -
Quand x — -=, e —= 0 , puis : xe*— 07, et

o x
x e —= 0 (o exposant quelconque)
X

x . e
Quand x — +©, e —= +®, puis - s, et

x
e
I e ~ +» (0 exposant quelconque).

[ o
e- =1 + €, si € est "petit" (et e’ =1, a3 la limite).
e Exponentielle d'une somme : ¢3*P - ¢2 x P ,

Preuve succincte : on pose e? = A, eb = B, on sait : a =LogA
et b =LogB, d'ol a + b = LogA + LogB = Log(AB) ; par réci-

b
= 48, d%h @270 o 2 % &b,

... _a
procité e

® Autres formules ; on déduit de la précédente, les formules
s u

2a a,z -b ] a-b
e ® = (e%) e =—, € e .
’ eb‘ b’ et finalement (o exposant
quelconque) (e = 98 I
. ; - = _1
En particulier : e%- = /e, e L .l-, gy S L
e Ve 2 s
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20 LOGARITHMES DIVERS.

() Commentaire : lorsqu'o

rithme népérien Log,

tielles que 12 précédente
le logarithme d

logarithmes,

calculs.

[ Bases.

on

n dispose d'autres logarithmes que le loga-

passe par réciprocité 3 d'autres exponen-

(voir paragraphe 3°). De plus, parmi les

cimal est trés utile pour certains

n logarithme est le nombre a tel que loga =J

. La base d'u

e La base de Log (népérien) est e (Lo

O Logarithme de base a.
ombre a étant donné (a >0,

‘ Dafinition : le n
f,
On appelle logarit

+

hé 1 s
schéma log, x ___,loga(x)

[Proprieees
o ‘-n.a;.?‘;..\. SO |

® loga(]) = 0 puisque loga(I) Y

e I1 suffit de connaltre Log,

hme de base a,

*._———’
Log X
R R telle que loga(x) = T:)%; ,

ge=1, e=2,718).

a#l),

on note Ioga, la fonction de

L I.EE Log!l =0

la fonction log, est le produit

1 s
: t Log x sont pro ortionnels.
de Log par fozs ° logax et Logx s prop l
s _Logx 4 Fr(x) =
s osi f(x) = loga(x) , £(x) = Tos 8 onne p =Tl Toga

® Dérivée :

. 1~:>gal est croi
0<a<l).
* Les deux allur

en fin de chapitre.

* Logarithme décimal.

o Pour la base dix, on note log10

ssante si Loga> 0 ou a >

es des courbes représentatives so

| (décroissante si

nt rappelées

par log (sans indice 10) eton

1'appelle logarithme décimal.
_LogX _ yrogx ,

1
—_— = N
o On pose 7570 M (M

~0,434), on a logXx ~Tog 10

f e TRARAS S S aT et
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e Des tables donnent les valeurs approchées de logx
. " pour x va-
riant de 1 a 10000 "1 par 1" ; on utilise les tables et 1 b
et le
formules telles que log(ab) ='loga + loghb, log(aa) \ 5
= q oga

(valables par proportionnalité) pour effectuer commodém
calculs. ent des

O Propriétés (dues a la base 10 de log et de la numératio
usuelle). "
o = P B
log 10 1 =>1log(10) = n et log (10 n) = -n (VnE_N)
o i P
Tout nombre positif x &tant encadré par deux puissances suc-
cessives de 10, logx est encadré par les exposants puisque log

(décimal) est une fonction croissante.

ﬁEx 5 =
emples : x = 97,233 : x€[10*;10%] =>1logx =1 + 0, ....
x = 0,037 : x€[1072%;107'] =>1logx=-2 + 0, .

O conventions
° L'ent:L?r -immédiatement inférieur (ou &gal) i logx est nommé
caractéristique de logx (caractéristique : entier relatif).
;:,:ti:iie:r ldécimale 3 rajouter pour obtenir logx est nommée
. o
S c;gexd((’manr.xsse : positive ou nulle, inférieured !):
nnent que les mantisses, l'utilisateur doit

trouver les car S
actéristiques
par ses propre
s moyens.

* Exemples
<1 97 éri
- ogl »233 a pour caractéristique 1. On cherche i 9723,3
ans la table (on fait une ’
' approximation entr
on obtient d'aprés la table : 98 78] : log 97 ;33723 gl
; ,233 = 1,98 781.

* log 0,037 a pour caractéristique -2. On cherche a 3
e a 37, a 370

ou a 3700 i
dans la table, on obtient 56820 - on n'eff as
3 n'effectue p

-2 +0,56 820, on convient d'écrire : e O %
’ .037 = 7,56 820.

® colo i : é
garithme : opposé du logarithme, noté coi
-log. Ainsi : VB A5
g i (pour a>0) : cologa = -loga = logl iSUTEe
e

e Calculs par logarithmes décimaux

, - v
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O Convention : comme dans les
mantisse

ractéristique sans signe si

e —si elleest négative,

* E 1 . i a= _9"02
SEnpARs o 57,233
plan suivant.

log N colog N

sign
on

s lues dans les tables,

exemples précédents, on garde les

on les fait précéder de la ca-
elle est positive, ou surmontée du
onadapte colog 3 cette convention.

peut présenter le calcul selon le

N

0,037 | 2,56820 2,56 820

97,233 | 1,98781 2,01219 7,01 219

——

e loga = log 0,037 + colog 97,233 = 4,58 039
. 58 039 (coté log) provient de 38053 (correction entre 3805

et 3806).

10‘3 ; finalement

« 7 montre que a est C

a = 0,00038053.

ompris entre 10 t et

3°- _EXPONENTIELLES DIVERSES.

’, péfinitions
#
@ L'exponentielle de base a es

notée exp,, de schéma exp, :

@ La base est celle de log,,

[ Notations
e On

Jori

¢ [Eraprideds diverses’

LA

On peut écrire ! y = ax<:>y

b |
on a eupa( )
note plus commodément expa(x) sous

e Equivalence : pour ¥y >0, vy

t la réciproque de loga(a >0, a# 1)

R—RI

x ——exXp_ (x)-

= aa.

x
la forme a -

_ o - _ Logy,
=a'<>x =108,Y T Tpoga

A €!xLoga l

e Dérivée : dérivant y =

an peut écrire y' = (Log a)a®™.

A X

x Log a .
e g , on obtient y'

e:-: Log a Log a,
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® 11 suffit de connaitre les résultat latifs a e*
E . Losg;e atlfi ie”, onen /A "X )) CHAPITRE 18 (’ ) A
= g ou (-8 3y%, 2) 69.~f I N
O
% BARYCENTRES.  —

O Représentations graphiques de log,, log,, exp,, ex
L 29 R%' ()q_

© FONCTIONS f (M) = A, MA +...

déduit ceux relatifs a P

_ [0 Commentaire : ce chapitre rappelle les notions fondamentales
le cas de 3 points A)4r4,

relatives aux points pondérés, dans

munis respectivement des coefficients
A 5o ), et sont souvent donnés

A, A;. Les résultats

s'adaptent 3 n points pondérés (
dans de tels cas (n »>2), sans que n so1.t précisé.

NN

E 1° - FONCTION DE LEIBNIZ,

’ﬁefuuti.on : 3 points pondérés (A;,21), (A4,

y = 108,(x)
1 nés, la fonction de Leibniz transforme tout
-
f(M) selon la formule :

>
M — EQ1)

2,0, (A5,45) étant don-

point M en un vecteur

— —_— _
= A MA, + A MA, +ASMA,

PN

log, (x) =-log_ (x)

a
i o&gprletes 3
e = - N . .
1. w’ on pose f£(M) -fM") =0, on cherche s1 M=M';
)ﬁﬁ', d'ot les cas :

)ff&&r)\ﬁrj - f(M) —f(N[ ) se transforme en (X, +A, +A

\ L V
\J\ I "N 5- Si ;\+)\2 +A, =0, f(M) (‘I ) pour tous poxnts,
(C = f(O), ou

donc

(I)x 5!(\" ‘ / f(M) = C C est constant, f non injective.
y=(5) = N
2 \4‘\ =T ,f(A ), etc...).

/e siA +Ap+Ay # 0, il reste W' - 3, M =M', £ est injecs

tive.

" o /” - 3 -> -+ r
RO , 2. [BUEjEEEiVitE]: on pose £M) = v (v domné), on cherche M
‘ lntroduxsant un point 0 quelconque (fixé), on obtient :

(A, +A,+A;)0N = T(0) - V.

/////////////7/7‘/// 5 ///////}/// e .

%
,.f n'est pas sur~

»
F
R v quelconque, pas de solution en général

i ‘!’“ jective.
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= Si A +2A, +A, # 0, il existe exactement une_solution-o_ﬁ par
vecteur 3, f est surjective (et méme bijective).
3. Bijectivité/: d'aprés | et 2,
f est bijective si et seulement si l'lona : A+ A, + X, #0,
/'f est une application git_a_r_lte lorsque A; +A, +A; = 0.

L

/ 2°.BARYCENTRE DES POINTS PONDERES (A, ), (A,,),),..

p / 7 J was

\———\/D Pour Ay +A,; +2, # 0, la fonction de Leibniz définie 3 1'aide des

points "pondérés (A;,X;),(A;,1;), (Aa,A ) est bijective : il existe

(donc un antécédent et un seul de O, 0 cet antécédent est désigné par

C et on 1' appelle barycentre des points pondérés donnés (Ai,)\i).

4
t 7
|
|

1 . Définition 1 :

G (unlque) def)lnl par : ): )\ £0

-le barycentre des points pondérés (Ai,Ai) est le

et Z(Aic—:{i) =3J

poin
= (004-0[: ) =o

® Introduisant un point O quelconque (fixé), on obtient :
(1 Ai)OG = Z()\iOAi), d'oll la définition &quivalente :

J [ 0 Ef-inition 28

' point G (unique) défini par : ZAi #0 et

gt d !

le barycentre des points pondérés (4;,A;) est le

= . T(2;04;)
I

sont égaux, le barycentre G est

® Si tous les coefficients )‘i

appelé isobarycentre (oucentre de gravité) des points Aj,Ap,--:

VO@ptLetés

(Az,2,), (A,.A ).--.. on peut remplacer (A,,A;) et (A;,A;) par
'partiel” G, pondéré par (A,+),) sous la condi~
tion : A +X, # 0.

leur barycentre '

* G est alors barycentre de (G,, A;+1,),(A5,A5),..-

r . 143

1, .gp’g&ﬁui_crdas coeffxczents ar & # 0 : remplacer (A ,\)),

(Az:A )yeor par (Al,dk ), (Az,ak Yus

centre.
. En particulier sia-= 7

. ne modifie pas le bary-

» la définition 2 se simplifie,

i
bE'cenr.rev
TN R(A) +A,x(A,) + .

: G) =
donne : x(G) Xy + g -

la définition 2, "projetée" sur

, de méme pour

les axes,
y(G) et les y(Ai), etc...
: on trouve

{ ° fﬁmoﬁ “de Leibniz. lorsqu 'ily a un barycentre
L _)>—f(M) —f(M ) = (A +2, + A )MM' ; avec M' =G, onobtient :

Fan = (A, +\7+...)\tc

! 3°- FORMULES DE LEIBNIZ.

% Rappels du chapitre 2. YT Sops 2 177
-En base orthonormée, le produit scalaire (euclidien) des vecteurs
> >

' 1
es composantes par u-v = XX + YY",

- o fu2 2
(+zZ' dans 1'espace), la norme de U par “U“ YU-T = /REYE, et

oduit scalaire :

Uetvs 'exprime en fonction d

1'on a une deuxiéme expressmn du pr
v o= ”u” ||v|| cos (U,v).

t
Cow“”‘ O Dpans le cas actuel, les vecteurs sont des bipoints, on peut ('
~An =Rz

¥ Gcrire : ||AB|| = AB+AB (xg-x RERH yp)*
—_ 2
donc
Pour &viter les racines carrées, on s ‘inceresse 3 [1A31]
; 5 i . 2 i oM
g a AB'A—ﬁ ; on simplifie 1'écriture en AB”. A Aﬁ‘ ,‘,A(} iz =
?4 i
o ¢! g R = 2 :
| B0 Msceion E0n = A AT AN ¢
i \ - . ion £ ci-
5 e Les points pondérés (A;,A;) &tant donnes e BEBREEE
il [ NAD), quantité
dessus associe & tout point M la quantEs ).
2 SSLDH
analogue 3 une aire (voir i-dbse Une 2 0 “‘prj ptient :
A ono 2
. - '+MA)(MM +MAL)
® Soit M' #M, on a : MA! (MM oints A

les autres D
MAZ = MM+ M'AZ + 2T MR, ; de méme avec
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L -~ .
d'ol, a 1'aide de la fonction £ e Leibniz, une deuxis
pression : e =
f(M) L (Z >\ )MM'Z +2‘f’(M')cm' + f(Ml)
* Suivant u' .
qu'on a Z /\ =0 ou ) A; # 0, on sait respective-
ment f(H ) =c ou f(G) 0 (G barycentre des points pondérés)

* D'ol les deux formules de Leibniz : |

£(M') +28 - M
£(G) + (§ Ai)GMZ

e si I A =0, £QM)
2. si 1A, #0, £00)

( .
4° -{APPLICATIONS PRATIQUES.

"1 *&ur 2 points ..(’A’] ), (B,1) “de "poids" égaux o
¥ \ . L5 > e I ——
@ G est 1'isobarycentre, c'est-d-dire le milieu de I de [A,B]

"® La 2&éme formule de Leibniz donne :

, Ma? + MB? = 1A% + 1B? + 2IM?, or : A
;{ IA2=IBZ=% d'ol le
i Théoréme de la médiane :
2
MA% + MB? = 2M12 + ADC # 7t
] I Mrz + A2 7)) I 3,1

{ (dans tout triangle).

*&m 2 points (A,1),(B,-1) de "poids"
«opposes a8 - o T

® Il n'ya pasde barycentre, f(M) =

devient :

'
i
i
]
!
i
ful

— —_ -
MA - MB = C , d'oli C = BA. (A, 1) 1 H (B,-1)

e La lére formule d
e Leibniz donne, en prenant M'au milieu Ide

AB :
MA? - MB? = 2BA-II,

—_— —
s 2BA-HMI = 2AB-TH = 2B x TH,

(AB et IH sont mesurés sur le méme axe), d'od le

145
Théoréme de la projection de la médiane

l waA? = MBZ = 2AB IH (dans tout triangle).

e Si 1'on part de (A,-1) et (B,1),ona: MB2 - MA? = 2BA-TH.

@‘wr 3 pm.m:s (4,

e L'isobarycentre de B et C est le

l),(B,l),(C,l) non alignés, de "poids” égaux

milieu I, 1’ isobarycentre G est donc

barycentre de (1,2) et (A,1), on ob-

— 2 —
tient AG = 3 AI.

e De méme pour les autres utilisa-
tions de 1'associativité, d'ot :

G est le point de concours des médianes (centre de gravité
du triangle).

G est aux —§— de chaque médiane (a partir du sommet) -

ble des pznnts M tels que £(M) = k
=k, d'ol

e L'ensemble est "défini" par A MAT + A, MA + ..

- Si E)\ = Q : droite ou plan perpe

=81 £ )\ #0, £(G) + (I X, )GM2 = k. Ayant calculé £(G),

E=~Eit) 5 su1van|: que le second memdre est né-

ndiculaire 3 c
on

obtient GM2 =
{G}, un cercleouune sphére.

1A
gatif, nul, positif, on obtient @, s
¢ ® ol

=
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CHAPITRE 19

CONIQUES

ELLIPSE.

. Définition 1. :
s,

1'ensemble des
points Mdu plan, tels que la somme

de leursdistances 2 points donnés

F et F' (foyers) est constante

(valeur 2a) est appelé :

MF'+MF=2H

O Etoptiétés_~ et notations: '

\ellipse $

“! o Axes de symétrie : droite FF'
de [FF'].

(axe focal) et médiatrice BB'

’

T o Centre de 1'ellipse : centre de symétrie, ou milieu 0" de

[FF'].
% e Grand-axe : droite AA' (ou FF'), ou segment [AA'], ou mesure
2a de [AA'].
( @ Petit-axe : droite BB',
[BB'].

ou segment [BB'], ou mesure 2b de

Excentricité : nombre noté e tel que e = c (e<1)
= 5

-«
[ ]

Sommets : points A, A' et points B, B' de l'ellipse, situés

sur les axes de symétrie.

Yr Constructions pratiques d'une ellipse.
1. Fixer les extrémités d'un fil de longueur 2a en F et F'
(FF' =2c < 2a), tendre les parties MF, MF' du fil et faire va-

rier M "en gardant la tension".

V]

- - 2 : Pv, )
7 e Distance focale : distance 2c des foyers ; on a‘b =/§2_-_<:T, o

A
v

g . Equation :

147

2. Choisir unrayonr pour tra-

cer lecercle (F,r), tracer
le cercle (F',2a-r), ces

cercles se coupent en 2

points M, M' del 'ellipse (on

doit prendrea — c<r<a+c)

: 1'ensemble des points

M(x, y) duplan, (repére orthonormé) T—‘y .
vérifiant 1'équation suivante, est une elllpse =+ = l.l

PR S

B
y

F'

1'axe Ox étant 1'axe focal, l'axe Oy étant

Preuve succincte :
s du triangle FMF'

1'autre axe de symétrie, on a les relation

(chapitre 18, 4°).

3}117'2 - MF? = OF'F-0P = box

= 2(x? +y:) + 2¢°

' + MF = 2a donnent

FF
MF'2 + MF? = 2M0% + —

]

= 4ex et MF

MF'2 - MF2 = (MF' —=MF) (MF' +MF) =
ME' - MF = 25X,
a
cX
MF' + MF = zgx o e _ag MF = a-S%,
MF' - MF = —/— ’
2 el 'on raméne a
+ (a a) qu

cx
ti t’(x *'Y)"'ZC =(3+—a-)
Y =l,€|1.'11de de b = va2-c? -

es. .
% Remarqu o ‘syubtniels
e Si 1'axe G

] 'équation devient b

y est 1 axe Eocal (et Ox l'autre axe d

+l—=l.
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® On peut écrire y = b]/l --;55- ouy = glaz =xZ pour la demi-

ellipse telle que y > 0 ;
au tracé de l'ellipse (en complétant par symétrie).

® Si F et F' sont confondus, la définition I ou 1'&quation mon-

trent que le cercle estune ellipse particulire (e =0, a=b).

2° - HYPERBOLE.

_. Définition I : 1'ensemble des points M

du plan tels que la valeur absolue de

1'étude de f(x) = gyaz_xz conduit

la différence de leurs distances 3 2

points donnés F, F' (foyers) est cons-

N ¢

tante (valeur 2a), est appelé :

{nyperbole : |MF' - MF[ = 2a '

s A

~

0 Propriétés et imt:aj:i"ona; { analogues i celles de 1'ellipse.

® Droite FF' : axe focal ou transverse smilieu O de [FF'] : centre.

,® Grand-axe : droite AA' (ou FF'), ou segment [AA'T, on mesure

2a de [AA'].

® Distance focale : distance 2¢ des foyers.

® Petit axe (ou axe non-transverse) : médiatrice de [FF'], ou

valeur 2b telle que b = /oZ = 2.,

® Excentricité : nombre noté e tel que e = < (e>])
; a i
® Sommets : points A,A’' de 1'hyperbole situés sur 1'axe focal.

¥ Construction pratique d'une hy-

perbole :
choisir un rayon r pour tracer le

cercle (F,r), tracer le cercle

(F',2a+r), ces cercles se cou-
pent en 2 points M, M' de 1'hy-

perbole (ondoit prendrer 2c -a).

TS T

¢ Equation:
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+ 1'ensemble des points M(x,y) du plan (repére ortho-

t 1'équation suivante,

normé) vérifian 2
est une|hyperbole : 22 bz - LJ

Preuve succincte : Ox axe fo-

cal, Oy médiatrice de [FF'],
relations du triangle comme

dans le cas de 1'ellipse, jus-—

qu'ad la relation :
(MF' -MF) (MF' +MF) = 4cx ; on
peut supposer X >a, MF'—MF =2a,

MF' + MF = 25X .
~d'od a, d'ou
MF' - MF = 2a

cx —.s,x;—a, et

MF' =—a-+.a,MF—

. Vi
1'on termine comme pour 1l'el

lipse ; de méme si x < -a.
Y% Remarques. o
® Si 1'axe Oy est l'axe focal (et Ox 1'autre axe de symétrie),
2 2
5 X
1'équation devient z—z- . o 1.
b
® On peut écrire y = b 7};—2-— l ouy= :v’xz —a? pour les deu:
. 'a
"demi-branches" de 1'hyperbole telles que y > 0 ; 1'étude de
f(x) = -b-v'x!—az conduit au tracé de 1'hyperbole (complété par
a . - - 3 .
symétrie), et on constate les proprietes suivantes

1'hyperbole possé&de deux asymptotes (issues du centre 0),
i b -b i . nsverse).
d'équations y = X et y = =X (si Ox est 1'axe tra

e Construction d'une asymptote : joindre le centre au point Q,
X, =a, y.=b jon voit 1'utilité deb (b =/c? -a%)

tel que X =¥,
dans le cas de 1l'hyperbole ‘(schéma précédent).

e Si O est l'angle '"non orienté" d'une asymptote avec 0x, on

b | a
a: tg® =7, cos® == (ou ).
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D

3° - PARABOLE.

’ Définition | : 1'ensemble des points M

du plan équidistants d'un point donné

F (foyer) etd'une droitedonnée D (di-

rectrice), tels que F&D, est appelé op4\ F
sl oS
\parabole :  d(M,F) = d(4,D) F

O propriscss’
® Axe de symétrie :
® Paramétre : mesure p de [OF].

® Sommet : A, milieu de [OF].

¥X Construction pratique d'un parabole
Choisir un point H de D, tracer la perpendiculaire 3 D en H et

la médiatrice de [FH], leur intersection est un point M de la

parabole (voir plus loin : la médiatrice de [FH] est la tan-

gente en M 4 la parabole).

L‘ Equations%: 1'ensemble des points M(x,y) du plan, (rere}i’c:'r_t_lm_-'
normé) vérifiant 1'équation suivante, est uneFEfEbB_fe :y? =2px - p? I

e Avec d'autres axes, ona y? =2px.
: I D gy

Preuve succincte : 1'axedes x étant

1'axe de symétrie, 1'axedes y &tant
la directrice, la définition est
équivalente A :

MF? = MH?, (x-p)?+y? = x2,

d'oil y* = 2px - p? (fig. 1).

e Si 1'cn prend 1l'axe des y selon

la tangente au sommet,
) ® 2 . B2
fe=ad® ¥ & (2¥%)

donne yz = 2px (fig. 2).
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Y Remarque: on peut écrire y = Yp(2x :-p) pour la demi-parabole
telle que y > 0, dans le cas de la figure 1 (ou y = ¥2px dans
1'autre cas) 1'étude de la fonction correspondante conduit au

tracé de la parabole (complété par symétrie).

4° - CONIQUES DEFINIES GEOMETRIQUEMENT.

droite OF (perpendiculaire aD passant par F).

[ Les 2 modes de définition suivants sont communs 3 1'ellipse, a

1'hyperbole et a la parabole, ils constituent des définitions 2

et 3 de ces courbes.
m]-)éfz.;utl.on 2+ (foyers et directrices)
e Etant donnésun point F et une droite
D (FED) appelés foyer et directrice

associéej et un nombre epositif appelé

excentricité
i d(M,F) =MF
1l'ensemble des points idu plantels d(M,D) =MH

que AE e est une conique : [P
)| hyperbole sie>l.

_MH SEe s o = T o
ﬁ/l-fipse si 0 <e< l,}parabole sie=

pour la parabole, c'est la déf]'_.nicion déja

Preuve succincte :

rappelée au 3°. Pour 1l'ellipse ou 1'hyperbole, il suffit de
200112
= e“MH",

e . 2
retrouver les &quations déja vues, d partir de MF

donc il suffit de savoir replacer les axes 3 partir de F, D, e

donnés.
+ Ox est perpendiculaire & D et passe par F, Oy s'en déduit
dés qu'on adéterminé O ; on dispose de e, et de a{F,m) = FK

supposé donné. "
OF = c, 6K="T, e = —.

pIn

e On a 3 formules :

S — = a -

e Si e<] (ellipse), c<a d'ol OF <OK et OK -OF =FK ;—&""C FK
et £ = e déterminent a et ¢, FO = -c détermine 0, etc... .

a N A~ ac . eic

. Si e>1 (hyperbole), de méme c >a, OF >OK, GF -0k =& =5 =&

on détermine O comme précédemment, etC....
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1) * Remarque : la parabole ne posséde qu'un couple (F,D) de foyer
! et directrice, 1'ellipse et 1'hyperbole en ont deux, par symé-
.

| trie relative au centre O de la courbe.

’ Définition 3 (ensemble de centres de
I cercles)
l e Etant donné un cercle C (centre
| | F, rayon 2a) appelé cercle direc-
! teur, et un point F' (F'€C) d'un
méme plan,
f 1'ensemble des points Mdu plan
qui sont centres de cercles
passant par F' et tangents i
C est une conique :
ellipse pour F' intérieur aC,

| sinon hyperbole.

! e En remplagant C par une droite D (F'@D) : parabole.

Preuve succincte : pour la parabole, c'est la définition d&ji

rappelée au 3°. Pour 1'ellipse ou 1'hyperbole, on choisit un
point T de C : la droite FT et la médiatrice de [F'T] se cou-
pent en M ; suivant les cas, MF + MT = 2a et MT = MF' am@nent

a MF +MF'=2a, ou bienMF ~MT =MF -MF'= 2a ou MT -MF =MF'- MF = 2a,

e

on retrouve les définitions 1.

* Remarques :

; e C(F,2a) et le point F' peuvent &tre
! changés en C'(F',2a) et F :1'ellipse
f ou 1l'hyperbole possédent 2 cerclesdi-
recteurs, centrés aux foyers. Dans cha-

que cas, le point associé (par la dé-

finition 3) est 1l'autre foyer.

@ Dans le cas de 1l'hyperbole, la mé-

diatrice de [F'T] peut Etre paralléle
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3 la droite FT :’cette médiatrice est alors une asymptote de

/

1a courbe :
les asympt ‘tes de 1'hyperbole sont les médiatrices des seg-

, ments [F'@ﬂ qui sont tangents au cercle directeur C.

[0 commentaire : e géométrie, les lellipses, hyperboles, paraboles
fr‘ -

constituent 1’ (souvent abrégées en

nsemble des coniques propres,

le cercle est une ellipse de foyers confondus (e=0)

"coniques') ;
mais échappe/d la définition par foyers et directrices ; cepen-

dant, on indlut les cercles dans les coniques propres, engénéral.

5° - CONIQUES DEFINIES ANALYTIQUEMENT.

[ Généralités
® En pratique, le repére est orthonormé et 1'on considere >

coefficients donnés a, b, c, d, e tels que (a,b) # (0,0), aux-

e 2 2
quels est associée 1'expression f(x,y) =ax +by” +2cx +2dy +e

® L'ensemble des solutions (x,y) de l'équation f(x,y) = 0 peut
)

@tre représenté graphiquement par 1'ensemble des points M(X,y

dont les coordonnées vérifient 1'équation (courbe d'équation
f(x,y) =0).

<> Les ensembles préceédents sont appelés coniques.

® On distingue les coniques propres et les coniques dégeénerees.

8 =10,

: 2 af e .
<> Diverses formes des courbes d'équation ax” +by + 2ex + 2dy'+
@ sib=20: ax’ + 2cx v+ 2dy + e = 0 (avec a #0).
SL.b = =
« Ou bien d = 0, alors il reste un trindme du 2° degré en X,

suivant les cas on a 2 droites parall@les a Oy, une droite
double paralléle a Oy, ou @ : coniques dégeénérées.

« Ou bien d # 0, alors on obtient la forme y = ax® + Bx + Y,
on reconnalt une parabole d'axe paralléle a Oy.

e sia=0:by’ +2x+2y+e =0 (avec b#0).
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ge - COMPLEMENTS SUR LES CONIQUES PROPRES.
* Ou bien ¢ = 0, on obtient 2 droites (ou une double) paral- — i )
léles 3 Ox, ou @ : coniques dégénérées. ,( 'o"ké‘piésénta‘:i‘ms. paramétriques
g . x = acost, y = bsint. Si t varie de 0 3 27 par

—eo Ellipse :

* Ou bien ¢ # 0, on obtient la forme x = Otyz + By + v, on re-
exemple, lza courbe

est '"décrite une fois'. Autres équations :

2t
y = byaez

Rcost, y = Rsin t/.\Dans ce cas, t peut etre

connait une parabole d'axe paralléle 3 Ox (en &changeant x et g
X = aj7Ez
— @ Cercle : x =

y : y=ax? +Bx+y).
—
s en évidence par &, (_)_M> (ou 0x, OM+m), et le rayon est|R|.

e Sia=5>b: a(x2+y2)+2cx + 2dy + e = 0 (avec a #0), on ob-
mi

2+y?*+ax+ By +y =0, on sait qu'il s'agit . d
y = btgt. Si t varie de 0 3 2m par

tient la forme x
d'un cercle, éventuellement réduit 3 un point, ou @.

a

—.e Hyperbole : x = P

exemple, la courbe est "décrite une fois'. Autres équations
% Cas "général" a # b, ab # 0 : on peut toujours remplacer les g - 7

Zh=ta ey ¥ = Py~

termes en X par une forme canonique, de méme pour les termes

en on peut ensuite conclure. D B ==
o F R Z {o Cercle et affinité orthogonale

@ Affinité orthogonale d'axe Oy et de rapport A (A constante

X Exemple : 9x% - 4y? + 18x + 16y + 29 = 0
i 9(x2 hox) = Alxe 1)2 -11. non nulle) : transformation ol MZx,y) devient M'(x,Ay) ; on
B = G 4y) = -Alty =2)* -4). conserve 1'abscisse, on multiplie 1'ordonnée par A.
+ L'Equation devient : 9(x+1)2-9-4(y-2)2 + 16 + 29 = 0, e Affinité orthogonale d'axe Ox et de rapport U :
d'od 9(x+1)? - 4(y-2)% = -36 ; on raméne | au second membre M(x,y) — M'(ux,y)-
en divisant par -36, d'oii & _92.)2 e+ 1)? =1. e Transformés de cercles oud'eillipses 5
1 “ ‘ 1. le cercled'équationx? + y* =a? -
* On reconnait 1'hyperbole de centre Q (-1,2), d'axe focal $ tenks fude B RERSHINE Wit P u Casb
paralléle a0y, pour laquellea=3etb=2,d'od c=vVaZ+ bZ= /13 ; Oy, de rapport ), 2]_& cotrbe /,”//__ b ;{\\ e
:ansace <:asa les gsymptotes (passant p:r 2) ont pour pentes d:gequatf.czm <'? + %‘ s el !",/ \\\‘ .
zst ix:tfocbal) g» 1e& mom pay 7 et - comme dans le cas ol Ox iaz_ +(‘AVT)2_='I :ellipse d'axe “\\ o ‘;’7}3
- focal Ox si |A| < 1,0y si|A]>1, \\‘\\__ ey
A dont le cercle précédent est \\\\ ”,'/

' : n 2
oubien "sans y*", on peut toujours

se ramener dune des formes symbolisées par :___(x-a,)zt (y-B)? |
A [ i

O conclusion : sauf les cas "sans x
appelé cercle principal.
x2 y2

2. L'ellipse d'équation = Erl

ou Q, ce qui permet de conclure : ensemble @, ou bien 2 droites ;i devient (par l1'affinité d'axe

sécantes, ou bien | point, ou bien ellipse (ou cercle), ou bien 0x, de rapport W) la courbe
o
hyperbole, dont on précise aisément les caractéristiques corres— (2

pondantes.

x 12
15 i + = 3
d'équation FrNr %b 1z
ellipse en général, cercle si

wl feme 2 gt tapiy
H a
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é i ; ; T S T et par J = a1 + b-j' (non unitaires en général).
® Conséquence : si 2 plans PetP’, par 1 = al - bj et p

-> > 2\ e & S = - > >
sécants en D, font entre eux unan- e Si 1'onprend (0,1,J) pour repére, on écrit, OM =xi +yJ.=XI +YJ,

gle de mesure a(0 <cx<-1£-), un point d'oii x = aX + a¥, y =—-bX +b¥, 1'équationdevient X+Y)2 = (=X+Y)2%=1.

1 < = P
MEP se projette M'EP' ; M et M' d'od XY = 7 (repére non normé en général).

se projettent en H sur D 5 on a

-> -> " » - .
@ Si 1'on "rend I et J unitaires", puisque V/aZ +bZ =c (demi-
2

distance focale) on obtient Xy = £

HM' = HMcosa, et si 1'on rabat P % (repére normé, non ortho-

sur P’ par rotation (de @) autour

gonal en général).
de D, M vient en Q, la relation

subsiste : HM' = HQcosa. Si M décrivait un cercle, M' décrit

une ellipse, on dit que 1'ellipse est projection d'un cercle
P

égal 3 son cercle principal. Le cercle est dans P, 1'ellipse dansP'.

3 o Tangentes aux conigues

® Les "demi"

coniques ayant des &quations de types y =-E-\/az =32,
b : :

y = -;v Z=aZ ou y =V/2px, elles admettent des tangentes puis-
que les fonctions correspondantes sont dérivables (&ventuelle-

ment avec ''dérivées infinies').

® Construction des tangentes : d'aprés les rappels suivants.

\ K 71
\ M/ D M 24
Y h .|
g 'H - 4
\ Ve
NS
I
: | i\\
F' ! I; \
I l| F \\ F !
T % o
\ e
I N 1 N
Ellipse: la tangente Hyperbole : la tan- Parabole : 1a tangentt
est bissectrice ex- gente est bissectrice est bissectrice de
p D — P i e
térieure de MF, MF' intérieure de MF, MF' MF, MH, (oumédiatrice

de [FH]).
0 Hyperbole rapportée 2 ses asymptotes
e ES RS . > >
) Dan; le Lz'epére orthonormé (0,1i,j), 1'équation de 1'hyperhole

est =3 - z—z = 1, (Ox axe focal), les asymptotes sont dirigées
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CHAPITRE 20

DROITE VECTORIELLE R
DROITE AFFINE R

1° - DROITE VECTORIELLE R.

les cas les plus "sﬂj.gp_l_gs" sont les plus

: 1'ensemble R (des nom—
t éviter toute

O cComme il arrive souvent,
3 interpréter convenablement
cas fondamental dans lequel on doi

malaisés

bres réels) est un

confusion.

,/[l + X ® Le corps R est 1'ensemble R mun
g% " ) )
agissant sur les nombres réels (qui

ide 1'addition et de lamul-

tiplication (internes),

sont éléments de R).
ou droite vectorielle R, est 1'ensem—

et du pro-

e L'espace vectoriel R,
ni de la méme addition que pour le corps,

ble R mu
"un autre' corps R ; cette opéra-

duit par un réel A pris dans

tion est externe.
® On dit souvent R, sans préciser s'il s'agitdu

{Y tre chose.

Y Remarques-
e Tout réel x pourrait étre consi

corps oud'au-

déré comme un vecteur del'es—
en choisissant une base, c'est-3-dire un "réel-vecteur"
le "vecteur' x aurait une composante A sur

A serait donc le rapport ul
a

pace R :
a, fixé et momn nul,
on écrirait x = Aa ;

cette base 3,
es réels (et mon des vecteurs) x et a.
e canonique (ou naturelle) de l'espace vectoriel ]R‘est:

. alors, x = Al s'interpréte de la mani&re

ifr

d
e La bas

le nrgel-vecteur" 1 3
suivante : X et | sont des "vecteurs", la composante A est

évidemment égal au

-

0.2 - 1]
nombre, réel-nombre” X.

159

e En pratique, on évite la plupart des confusions ennotant par

g ; T
exemple 1 la base canonique, et x 1 le vecteur dont la composante

est le nombre réel x.

2° - DROITE AFFINE R.

O A partir de l'espace vectoriel R précédent (ensemble desvecteurs

= 4 g0 % n 2
X 1 pour X réel), on crée 1'espace affine, encore noté E{,don:les

stre considérés comme des points (mais no

éléments doivent n conme
comme des nombres), de la manisre suivante

des vecteurs, ni
on fait correspondre le point Q,

T -
_Au vecteur x1 et au point P,
i W csimmac=

T = 5 U
P+x1, l'opération (externe) désignee par + de—

défini par Q =

vant vérifier les axiomes d'espace affine rappelés au chapi-

tre 1.

e L'espace vectoriel inmitial est dit directeur de 1'espace af-

fine obtenu.

e En pratique, omn gcrit alors Q-PF
e cette maniZre, le couple (P,Q) de

t le point P devient 1'ori-

ndéduit ; mais

> + 1z 2 s
=x 1, et onconvient d'dcrire

—

Q-P sous la forme PQ : d
. = T
points représente un vecteur x 1 don
le point Q étant 1'extrémité quis'e

gine fixée,
i1 existe alorsun autre point

si 1'on change le point P en B
T Py

Q' tel que P'Q' = x1.

e On peut dire que 1'espace affine

les bipoints (couples de points) de cet
eurs) .

R esc un"espace de points" ;

d'une certaine maniére,

espace, représentent 1'espace vectoriel HQ (espace de vect

e L'espace affine R est souvent appelé droite atfine R, ou

simplement R.

YY Exemples graphiques
tume de représenter 1'espace affine

points de cet espace par les graduations qui

R , par un axe gra-—

On a cou
leur

dué 0x, et les

correspondent.
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® C'est ainsi que leEoint x est sou-
vent confondu avec le nombre réel x

qui correspond 2 la graduation X.
® Si 1'onfait correspondre le point
0 et le nombre 0, le point P et le
le point Q et le nombre

nombre 1,
3, le bipoint (P,Q) conduit a

écrire : Q-P=3-1=2 ; on écrit

(0,P) est le
bipoint unité

- +
donc PQ = 2i, ot 1 correspond par

exemple 3 (0,P).
oy =X ok 8 ) o :
® On aurait OP = 1, mais si A correspond & 2, on a aussi :

A i - g — + - - o
PA =1, AQ= 1 ; de méme, OA = 21, QP = —2_{, et ainsi de suite.

O conclusion : suivant que R est 1e corps ]R, ladroite vectorielle

les notions correspondantes sont es—

——

IR, ou la droite affine ]R,
_
§g§£igllfggpt difféerentes.

—_—
® Dans bien des _cas, c'est au lecteur a faire la part des cho-
s 5 2 ]

ses, et 3 s'accommoder des abus commis au sujet de R. Par exem-

Sl e
ple, on dit : la valeur de f au po1nt x, alors Zt_u-a\sm 1'on a
B—=R
2.1

b 4 ——’f(x)=xz_
X

+1

il est évident que X ne désigne pas un point, mais un nombre

B

réel, du corps ]R, sinon comment calculer f(x) ?
sl il — A

- APPLICATIONS LINEAIRES DE R DANS R.

O Dans ce 3° ]R désigne 1'espace vectoriel (&léments de type x;_r’
x réel), sauf mention contraire, et 1'on note -f, g ... les ap-
plications étudiées.

’ Application linéaire de R dans R : application (R -—-—,‘m)

7T
telle que pour tous vecteurs X1,y 1, ... et tous 306181;5. A
2

161
(nombres réels), Evérifie 3 ?[A(x 1’)4- (y—f)] = ,\—f'(x_{) +E(y'{)'

>

o Proprie:é catactenanue f est linéaire si et seulement si

T est de type : f(v) = mv oli m est un nombre réel. On dit que

% est une homothétie vectorielle (de rapport m).

ﬁ Exemples
2 -+ > > > . 5 -
*» Sim=0, f(v) = 6 = 0+1i, f est 1'application nulle (notée 0).
e Sim=1, ?(;) = ;, f est 1'identité (notée Id).

. -+ > > . 5
¢ Si m=-1, f(v) =—v, f est la symétrie centrale (ou -Id).

o Qéér,ations sur les applications linéaires
® Somme : ('f'+{;') est l'application définie par :
G+ @ = W +zmwveR
® Produit par le réel X : (AE) est 1'application définie par :
aHE) = AxE@,WweR
® Composée : Eo-f est l'application définie par :
= slEw1,vv el

g0% (V)
% Remarque : Si -f(.\;) = mv et _g:(;) = m';, on a:
E+D@ = @+n")v, QD@ = QwY, 20£(7) = (@'m)v ;

= 2 -
Comparer ces résultats avec leurs homologues pour R* ou ]R (ot

(]

les rapports m et m' sont remplacés par des matrices).

- APPLICATIONS AFFINES DE R DANS R.

[ Dpans ce 4°, R désigne l'espace affine (&léments de type P, Q, P',

Q',...), sauf mention contraire.

‘ Application affine de R dans R : application £{([R — R)

telle que pour tous points P, Q,... et leurs transformés

P' = £(P), Q' = £(Q),... il existe une méme application liné-
-

aire £ (de R dans R, espaces vectoriels) vérifiant :

£(Q) = E(P) + £(PQ), 0u PTQ" = [(PD). |

& . . o
e f est dite partie liaéaire de £ ( ou application linéaire

associée a f).
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CHAPITRE 21

e  est déterminée dés que 1'on connalit les transformés par f

ANGLES
TRANSFORMATIONS USUELLES DU PLAN

dans ce chapitre, le mot plan désigne l'espace

de deux points distincts.

Exemple : Si P est représenté par

1 et Q par -3, et f(P) = P' re-
= Q' par 2,
O Avertissement :
Rz v - RZ
vectoriel ou 1'espace affine correspondant, l'orientation
1'orthogonalité est prise au

présenté par -2, £(Q)
J— > —
ona:P'Q =Q'-P'ousi,PQ=Q-P

T FT A /oA vz :
ou -41, P'Q" = £(PQ) s'écrit :
+ 2 + 4 5 g
4i =£f(-41), donc £ est définie
.E(...) >, ; est la méme qu'en trigonométrie,
par £(v) = -v, c'est la symétrie ;
" A sens usuel (ol les angles sont droits). Eventuellement, le lecteur
centrale.
H verra d'aprés le contexte s'il s'agit d'éléments affines (points,
. o - - g - 3
® Il s'ensuit qu'on connait Q' ouf(Q), désqu'onaf etP'=£(P) droites,...) ou vectoriels (vecteurs, directionms, -)-
pour P fixé, par Q' = P' +E(IT(5). soit ieci : Q' = P' —fa. '
s 7" ' 1° - ANGLES DANS LE PLAN.
Invariants par. jE La.filne) . points confondus avec leur image ’
ar f.
¢ : ' ¢ Angles de « demi-axes ».
A invariant =
l iant par £ <A = £(4). Voir au chapitre 2 la notationOx, 0z, lamesure
g a X
| "principale" a (a€[0,2n[), l'ensemble desme- .
= a

e Si £(P) = P'.est connu, et si f associée est connue (£(v) =mv) {
A, mPA = A-P', mPA = P'A. . sures ja+2km, k€Z|, Lanotarion 0,02
s (mod 2T).

e Angle droit

m .
=, ou bien angle

f(A) = A s'écrit : f(P)+mFK =
: angle dont une mesure est 3,

® En introduisant 1'origine O, on obtient (l—m)CT.{ =PP' + (1-m)0P

T

donc il existe EHISénéral un point invariant unique (si m#1),
S g _— -
défini par OA = —— PP' + ~ p! J5ai g =
- OP, ol P' désigne f(P). i dont une mesure est =3 P o =3
£(Q) = £(A) + m* AQ e Formule de Chas_12$\ Y'iz, i’()x,Dx1 + 0%,;,0%, + +*++ oxn‘o?__
En particulier : 0z,0x = -0x,02
— o N -
t.

® Pour tout autre point Q de transformé Q',

— ;
= mAQ ;on dit que : N e
0x,0y = 02,0t <> 0x,0z = Qy,

crit Q' = A + mAQ, d'oi A
est 1'homothétie affine de centre A, de rapport m
»

s'é
f

-

f est 1'homothétie vectorielle de rapport m (partie linéaire

é ‘Angles de droites.

e Soient 2 droites D,,D,

de ces droites est noté D,,D, et

: 1'angle

de f).

défini comme l'un quelconque des

angles de demi-axes que 1'on peut

définir 3 partir d'un demi-axe de

D, et d'un demi-axe de D, (dans cet

ordre).
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e Si 1'un de ces derniers a pour mesure &, tout autre a pour
a+ moua-T (mod 27), ce qui revient 3 dire : toutes

% a o 7
les mesures de D,,D, sont représentées par 2a+k‘n‘, kE f

3 P 3 /\
e En pratique, on &crit D;,D; =C (mod ) .J

mesure

{ Propriétés |
® Bissectrices :

pour un angle de demi-axes, les bissectrices
emi-axes opposés, constituant une seule droite

sont deux d ;
pour un angle de droites, les bissectrices sont 2 droites per-

pendiculaires.
] Direc:tions isogonales : deux couples (D,,D,) et (p,,D,) cons-

tituent 4 directions isogonales, lorsque D,,D, et Dj,D, ont

mémes directions de bissectrices.

® Droites anti-paralléles : deux couples (D,,D,) et (D;,D,)

constituent 4 droites anti-paralléles, lorsque les directions

correspondantes sont isogonales.
isogonalité ou anti-parallélisme, reviennent 3

TN N
Dn,,D; + D,,D, =0 (mod ).

2° . ENSEMBLES DE POINTS DEFINIS PAR ANGLES.

’ Ensemble des points M tels que MA,MB = o (mod 1'r)-—-"
® A et B sont donnés distincts, o est -

une mesure donnée ; 1'angle de droites
N
MA,MB a 1'une de ses mesures constante

et égale 3 o, si et seulement si M est

sur le cercle (points A et B exclus)

défini par :
+ centre 0, situé sur la médiatrice de

[AB] et sur la droite définie par
TN
AB,A0 = 5 - @ (mod )
AB
rayon OA ou OB, (OA 3 aina)’

\

- SRvw e
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; . Ul m
@ Le cas particulier & = 7 (ou a.=-—2—) donne le cercle de dia-

métre AB.
8
’ ‘Ensemble des points M tels que MA,MB = o (mod 2m) —
e Il s'agit d'angle de demi-axes, 2
1'ensemble est un seul des 4 arcs
limités par A et B sur le cercle o<W
défini précédemment ou SUTr SO Sy=
o R i P D
métrique par rapport & la droite AB. N i
F=dl
@ Le schéma, compte tenudela po- <5
sition de A et B, donne l'arc em
& . e
fonction de la "position" dec dans
3
T<G <27

10,27[.
e Les points A et B ne font pas partie des ensembles, les cas

particuliers "] imites” sont schématisés ci-dessous.

\

. tah
D>
o1

T
oua =-%

¢ Condition de cocyclisme.
nés) sont cocycliques

e 4 points distincts A, B, C, D (non alig

(sur un méme cercle) si et seulement si
Pl T
| ¢&,CB = DA,DB (mod m |

3° - TRANSLATIONS DU PLAN.

, - . . .
: la translation de vecteur a (donné) est 1'application

¢ Définition :
affine notée Tg, de schéma T; H M——T;(M) = M', telle que

| o =M+a ou MM'=a
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hcactl ' + ' > M!
e On peut écrire:P = P+a, M' =M+a, 2
—_ = P!
d'oi : P' = M' =P - M, ou M'P" =MP, b
donc la partie lindairedeT] est 1'iden- 2
P

: tité vectorielle.

¢ g"Propr_i.é tés
® T* est 1'identité affine.

>, 1a composition revient 3 la somme

[ T* oT>=Tro0 T+ = T>
b b a+b’
des vecteurs des translatlons (commutative).

® (T*) =T_ &% toute translation est bijective.
e Une droite est transformée en une droite paralléle,
¥

un cercle en un cercle de méme rayon.

i
A &

- HOMOTHETIES. M ‘
, k \"n!u
: 1'homothétie de centre A, de rapport A est 1'appli-

’ Définition :
cation affine notée de sché H : =M'
ma He, oy ¢ Mo Hoo Gt

Hane

telle que :
=y
I M' =A+ AAM ou Eﬁ' = Axﬁ

@ La Bartie linéaire de H(A » est 1'homothétie vectorielle
hA : v—=AV. ) g

. H 3 ) .
(4,0) transforme tout point M en le point A donné.

‘ ° H(A,l) est l'identité du plan affine.
o 8 H(A,—l) est la symétrie affine de centre A.

;

H e H o H

.- 4,20 ° Ha,u = Ha,m ° B, = Hea,ay)» 18 compositien
d'homothéties de méme centre revient au produit des rappgr:s

correspondants (commutatif).
s -1
e Sii#0, [H(A }‘)J =Hy, gy ¥ touts homothétie de rgppwv

non nul est bijective, son centre est l'unique point inva

s

R T s

P

s
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® Une droite est transformée enune
droite paralléle, un cercle en un
héma) tels que les

cercle (voir sc
pondent par 1'ho-

centres Se€ corres

mothétie, etc....

- ROTATIONS.

e

péfinition : la rotation de centre A

et d'angle a est
de schéma :

1'application affine

notée R(A a)’
»

Rea,a) @ MRea,a) ™ 7

telle :
| &, &1 =a et &'

- ||aN]|

est la rotation vectorielle

. d
La partie linéaire de R(A &
d'angle &, dont la matrice (en base orthonormée) est de type

cosa —sinQ
sin o cosa

§E _ s
R(A,Zk‘n) est 1'identité du plan affine.
R(A T+ 2KkT) st la symétrie affine de centre A.

1 -
®Riaa) © Ra,p) ~ Rea,8) O Rea,a) a composition
de rotations de méme centre revient

R(A,a+8) )

3 la somme des angles

(commutatlve).

toute rotation est bijective, soncen—

. -
[R(A ai] (A -a)
.- tre est unique point imvariant (sia #0, mod 2m).

6° - PROJECTIONS AFFINES.

‘»Définition + 2 doites affines D, et D, sécantes en A étant données,
m
la projection sur Dy parallé&lement & D, est 1'application affine
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notée Prp » de schéma :
1

prD1 2 M-—»p):D1 M) =M"',

telle que :
| M'€D, et MM'//D.|

e En échangeant les roles de D; et D,,

M—M" Q"ED,, M1/ D;).

on a prD2 :
% Cas particulier : siD,; est perpendiculaire
a D, (D, J.Dz), il s'agit de projectionor-

thogonale (ou simplement projection) et

l'on a M'E€D,;, MM' _l_ D,.

0 gx_.‘opfiéié'sw?(si pr, est "parallélement 3 D," et inversement, et
e AR .
si D; et D, se coupent en A).
° px.'D1 o prb2 = prD2 o prDl, application constante (tout point

M vient en A).
® pr:D1 0 prD1 = pl.'Dl (répéter une méme projection ne change

pas le point projeté).
e Tout point de D, est invariant par prp .
1

e Les projections ne sont pas injectives.

7° - SYMETRIES ET REFLEXIONS.

Définition : 2 droites affines D, et D, sécantes en A étant don-
nées, la symétrie d'axe D; parallélement 3 D, est 1'application

£fi té d é :
affine notée SDI’ e schéma SDI : M_.SD1 (M) = M', telle que

| MM'//D, et le milieu I de [MM'] est sur D,

® En &changeant les rdles de D; et D2
M" J
0= — — — fffm — ___///...,_TM

D,, on a :
L}

S :M—M"
D, et 1 1
A —

tel que MM"//D, et le milieu J de

[MM"] est sur Dp.

169

v Cas particulier :
D, (D, L1D;), il s'agit de symétrie orthogonale
: M —M'

si D, est perpendiculaire &

(ou réflexion) d'axe D;, et on a SD
E=———— 1

tel que D; est médiatrice de [MM'].

0 ‘Praﬁriécés ‘(si S, est ''parallélement i D," et inversement, et si
Il o D,
D, et D, se coupent en A).

= S =H nétrie d
SD2 (o} D, a,-1)’ symétrie de centre A, ou

@S, 0S5
D, D,
Rea,m+2km)”
-1 _
N (SDI) ~En,
proque (elle fait
point de D; est invariant.

une symétrie est bijective, écale 3 sa réci-
.] o

partie de 1'ensemble des imvolurions) ; tout

8° - COMPLEMENTS.
. 'gimilitude : composée (conmutative) d'une rotatjon et d"une homo—

i partir de H('—\ A) etR(A i
iyt »

thétie de méme centre, notee S(A,l,a)
-1 B
rafeldonf =£]

’ ‘Involution : transformation £ telle que :
P
st nécessairement bijective.

@ Une involution e

.?Iﬂsoﬁétriei: transformation f qui "oonserve' la distance (eucli-
dienne).

® Si P et Q ont pour transformés P' et Q' par £,
|£ isométrie<=>d(M',P") = d(M,p) WM, VP |

n £ qui est une isomécrrie, dont la

o Déplacement|: transformatio
partie linéaire f est une ro

isométrie qui n'est pas un déplace
D,

tation vectorielle.
ment.

O Anti=déplacement] :
M

3 *Exemples de composées
. Composées de 2 réflexions d'axes seé-

cants en A : SDz o SD,;\R(A,Ea) et
SDl oSD2 =R(a,-20) (od D, ,D, = mod T,

donc 2a est défini mod 2m).
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2. Composées de 2 réflexions d'axes pa-
o S =Ty et

ralléles : SDz
(ou a applique D,

Sp, © #p, = 153
sur D, par translatiom).

@ Rappels divers
—_———
® Produit scalaire de 2 vecteurs u = x,Y), V = (X',Y') de ]Rz
R telle que, pour tousvec-

Rz
+->

(U V)—* ¢ (u,v)

application ¢ :

-»> e ) :
teurs u, v, ... et tous scalaires A, ... l'on ait :

@ ¢ symétrique : $(v,u) = ¢ (u,v)

@ ¢ bi-linéaire : linéaire "enu", d)(XKJJ',V) =A¢(g,3) +¢(u',v)
lindaire "env", ¢ (U,AV+v')=Ad(T,V) + d(u,v")

@ ¢ définie-positive : ¢(u,u) » 0, ¢p(u,u) = 0 si et _seule—

.
ment si u = 0.
® Produit scalaire usuel : euclidien, tel que!q)(u V) =xx' +YY'

(en base orthonormée), noré plutdt uev = XX' + YY'.
® Norme, distance : 1a norme de u, notée ||a || est ”u” = V¢(3;ﬁ)

la distance de2 points (M,P), notée d(M,P) estl)'d(M P) = ”MP”
Dans le cas euclidien (en base ou repére orthonormés),

-
[lu]l = »’_x’ +yZ  d,p) = Yimy =x5)% + (-
® Le produit scalaire euclidien vérifie :
+ > - + > )
usv = |lu]] [[v]] cos (a,v) ;
d'od l'mportante formule J’ '
AB'AC = AB x AH B
o A
il A /.,
“ ;)\‘lA ;l\
l VAN
4! 2L SN
\'l\y y \//\) % \\\‘J~
va \
p
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CHAPITRE 22

ANGLES.

TRANSFORMATIONS USUELLES
DE L'ESPACE

dans ce chapitre, le mot espace désigne 1'espace
l'orientation

O Avertissement :
. 3 . . 3
vectoriel Rou1 espace affine R correspondant,

est celle "des physiciens'", 1'orthogonalité est prise au sens usuel

(oli les angles sont droits). Eventuellement, le lecteur verra,

d'aprés le contexte, s'il s'agit d'éléments affines (points, droi-

tes, plans,...) ou vectoriels (vecteurs, directions de droites,

‘directions de plans,...).

: ‘ !esures d'angles dans l'espace :

1° ZANGLES DANS L’ESPACE. K
[ orientation de 1'espace : en base ou repére \ )
0 ]

orthonormés usuels, le sens positif est ce-
-

5 + +
lui par lequel on va de 1 sur j, de jsurk
-> -+ i <
de k sur 1, etcC... L
s si-

® Les plans correspondants sont donc orientés, les angle
3-dire mesu-

tués dans ces plans peuvent &tre orientés, c est-a-

Rl

rés comme vu au chapitre 21.
Rl -
® Si un axe dirigé par u est donne, tout
. e d - . G
plan orthogonal 3 u posséde l'orientation
induite par celle de l'espace :celle qui,
N - . .
en mettant u en 3&me position, serait la
- -+ + >
méme que pour (1,J,k).
+ sauf les cas qui découlent des
7 s
v et D,,D, ne sont pas

rappels precedents, des angles tels que u,
e 1'autre : on les mesure "elé-

orientables ni dlscernables 1'un d
. [0’"[ en general.

- mentairement" par une valeur prise dans
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Z\ P 3 , B
i ; s : s DE L’ESPACE.
i | e La mesure éléméntaire de u,v est fournie par cos(u,v) tirg zo_TnANSFORMATIONS
1
§ de la comparaison des deux formules (euclidiennes, base ortho- - homiothétie & comme dans le cas du plan.
: e ran . .
f normée) u+v = XX' +¥¥' +22' et u-v = [l V] cos(d, V) od ¢ .
: & 7 El x8 L : si u es
”3” = Y Ueu = VX2+Y2+Z2, de méme pour “v” . Rotation autour d’'un a
vecteur directeur de A, dans tout plan
it - i base orthonormée et orientée), . = :
T . Broduit vectoriel de 2 vecteurs ( ’ i perpendiculalre 3 A onal'orientation
: @ Le produit vectoriel est un produit 1nterne g_ay_gontralre du ¥ suite Crappaife au 1°), d'od :
A 1 ¥
% produ1t scalaire) défini (3 partir de u et v) de 1'une oul'au- \ la rotation d’axe A, d'angle o est
'\ tre des maniéres suivantes : 2 | 1'application (affine) notée R(p a)
x v oS e
N 3 X X' YZ' - ZY'\ < ) définie par : R (a,q) (M) =M'telque
i > = ‘ @22 Juav = v A Y' = ZX' - XZ' ﬁ(prod its en croix) dans le plan passant par M orthogo-
R x x° Z 2 e Xy' - ¥X| Y4 nal 3 A, 1'on ait M' =Rgy o) (),
l i ) - e } (A intersectionde 1'axe et du plan).
(2. uAv = w tel que : o
. ,,,"'..,n / » - 3 =5 v P = R _ \P” etcC.
A ~le support de v est orthogonal iUetidv. ® De méme pour P : Rep o) (P) p' tel que S(A',a)
-
—le sens de w vérifie : (u v w) de méme sens que (1 _] k) ; . i P ol
“ﬂ - ., = > e A ’ Projections : on distingue 2 cas, projection sur unedroite paral
-1la norme de w vérifie “W” = ”u” ”v” ’51n(u V)] {\Jﬂl 4 ! i o s
: \ : 1&lement 3 un plan, et projection sur un plan parallélen
® Le produit vectoriel est anti-commutatif, ’L-,-‘ i ! .
ik e = / ! droite.
i = vl @ Projection orthogonale (sur une droite, ou sur un plan)

i i . 5 s e T 3 jec nale plane
® Le produit vectoriel n'est pas associatif. définie de manidre similaire 3 la projection orthogo F
(chapitre 21).

t o -
® Si u et v sont non nuls : KA':; = 3¢>H//{;.
OSymetnes on distingue 3 cas, symétrie par rapport a un point,
s i e

® Dans la base orthonormée (1,7,K) : TAT = &, 7ak = 7, i
symétrie par rapport i une droite parallélement a un plan, symeé-

‘: @ Angle d'une droite et d'un plan : angle de la
i droite et de sa projection orthogonale dans _'l'
! ce plan, (nécessairement mesuré de 0 i f /

¢ AnEIe de 2 plans : angle de 2 droites, cha-

cune dans un des plans et orthogonale a la ‘
droite d'intersection des plans. “

trie par rapport d@ un plan parall&lement 3 une droite.

: identique a

® Symétrie orthogonale par rapport 3 une droite

. % ' ' x or—
une rotation d'angle 7T autour de 1'un ou 1'autre des axes po

tés par la droirte
e Réflexion plane ou symétrie orthogonale par rapport iun pl.m://

analogue a la transformation d'un objet par un miroir plan.

o Involution, isométrie, déplacement et anti-déplacement sont défi-

nis comme dans le cas du plan (chapitre 21).
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3° - COMPLEMENTS. CHAPITRE 23

’ Composée rotation-translation :

APPLICATIONS LINEAIRES
OU AFFINES DU PLAN

1° - RAPPELS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE.

® On appelle vissage la composée
(commutative) d'une rotation d'axe
dirigé par U et d'une translation
de vecteur k:, (k # 0, k fixé).

2
[ Le plan vectoriel R™ est muni d'une base orthonormée (I,?]P), le
g 2 . - =
plan affine R® est muni d'un repére orthonormé (O,T,}), le pro-
duit scalaire est euclidien (d'oll norme et distance euclidiennes).

e M est transformé en M" comme si

1'on vissait (ou dévissait) un

|
[
écrou. ‘
Co! ée de 2 ré i o 5 g . s
’ Dposte de 2 rétlexionaidaiplANGIRTSCHRY . Droite vectonelle (de vecteur directeur Y non nul)
hansemble des vecteurs v tels que v =2 aelR).

® Si P, et P, sont sécants selon A, et si leur angle a une me-

sure a, la composée est une rotation d'axe porté par 4, d'an- @ Sia=al s b7, en posant v = X1 + Y3, on obtient :
—_—— > - ’ )

gle 2a ou -2a(mod 2m) suivant les cas.
3; : ;g (Equations paramétriques),

ou a¥Y -bX = 0 (équation cartésienne).

® Si P, //P,, la composée est une translation de vecteur ortho-

gonal @ P, et P,, double du vecteur qui fait passer d'un plan

Al :
3 1'autre par translation. Sur le second schéma, on aurait :

S_ oS - -
% Pl T2-t; ’ Splospz T-Z; :

.' Droite affine (passant par M, et dirigée par U non nul) :
P -
linsemble des points M tels que M = M, + ey, ou Mg =Au.

P
.+ = .
®Siu=a31+ b?, avec Mg (x,,y,) donné on a M(x,y) par :

A

X =X, + Aa .
0 "
3 + Ab (paramétriques),

8 >\
Yy =Y, .
. % . ou ay - bx = ay, - bx, (cartésienne).
a
—___f.: — ® Réciproquement, si 1l'on a ax+By=Y,
H<: Lo S ~>.Mu , (_B ]
)—- P.t_____ M' avec u) non nul, ce vecteur est di-

recteur de la droite ; on préfére sou-

vent interpréter 1'équation par : =

oA o .
0A = (B) est orthogonal 3 la droite.

sur la

—

OH = _Y _ 03 définit la projection orthogonale HdeO
Q2+82

droite.
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0 Orthogonalité, parallélisme.
Pour 2 droites D et D' d'équations ax + By = yet a'x+B'y =y,

e D//D' <> oB' - Ba' =
° DlD'<:>aa' + BR' =0

(on écrit les propriétés pour les vecteurs directeurs),

2° - APPLICATIONS LINEAIRES. MATRICES.

2 . + T
O Le plan vectoriel R® est muni de la base (1,3j), quelconque ou

. g S 2 2 _
orthonormée. Une application linéaire de IR dans IR est appelée

endomorphisme ;
- 2
phisme de R
4 e S WRTREY
‘ Matrice dans la base (i,j) d'un endomorphisme f :

® Si f est défini par : v = X1 + Y] == f(v) = v' =

si de plus elle est bijective, on dit : automor-

X' = aX + by
avec 5

iy cX + dY

. 2= - ==
1a matrice de f, notée Mat f,

> -
est le tableau des composantes de f(i) et -E(J-r) .mises encolon=

nes selon le schéma : 2.9 =
i IO

¥ ¥
= I-* a b
Mat f =
+
J* \c¢ d

- . 3
® L'utilisation du produit "lignes par colonnes" traduit 1'en—

domorphisme par :

X'\ fab\/x & aX + by
/ : = d'oﬁ =
4 cd Y Yl ‘\ex + dy

® La régle découle des schémas suivants :

I'-—-/-:\""n
B0 X — X + by, Pt
N ] ¥
11} s [
5P ltC d\lo—-nq\!) — cX + dY .

- -

177

ations "§ir lés matrices | (dans une méme base).
Gile N ARt 5 A SIS Sda Y

@ Egalité : par les égalités terme i terme.

e Somme par les sommes terme i terme.
e Produit par A réel : par le produit de chague terme par .

® Produit : par les produits "lignes par colonnes”.

4 1 © 0 -2
Exemples : si A = (2 ]) et B = (] _') .

1 -2 _(Ar 0 _(0 -2 (-4 =2
A+B=|(, o)'AA"(ZA 5 )+ aB (1 _5),3,1-(_]_])

lorrespondances endomorphismes - matrices.

Si, dans une méme base, Mat f = F et Mactg = G, on

f=g<>F=G , Mac(fa3)=F+G6

Mat(fog) = FXG ,  Mat(Af) = AF

Yt Matrices usuelles.
0)

2 .
e Endomorphisme nul (:—»0). matrice nulle O = (O 0/

" > -+ . . /1 O
e Identité (v —v), matrice unité I = \0 :
ey 2 P o)
® Homothétie de rapport A(v —=Av), matrice \I = \o )
. + . 5 (1 0)
® Projection sur 1 parallélement (0 0,
+ . . T e (0 9)
® Projection sur ] parall@lement a 1, marrice (5 )
-> = . _ /‘l 0
® Symétrie centrale (v —= -v), matrice -I = k

> . I 0)
® Symétrie d'axe i parall&lement & j, matrice (o -1

. - 0)
~ K 2
® Symétrie d'axe :f paralldlement 3 1, matrice ( 0o 1)
® Rotation d'angle @ (mod 2m) en base orthonormes

R casa -sinQ
mat §
fice (mna cosa)
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R e,

P

: 2 ey a b
o Ddrtanninont_afa.{a_ T}E‘f‘rl_fdﬂA = (c d) : nombre, not& dét A ou en-

U8 B e "
core al’ défini par dét A = ad —-bec (produit en croix).

-

T

® Dans les produits : dét(AA) = A?dét A, dét(AB) = (dét A) (dét B).

; ’ . S a b
1 ¢ Inverse d'une matrice : si A = (c d) , la matrice inverse, notée
1 . 3
, existe si et seulement si dét A# 0, alors :

3,
- A=l om "b
dét A \-c , et si A = Mat i:t alors Mat:(f") w3 AT

Nhkmhnkgv‘;eh

’ Noyau, image (d'un endomorphisme )

e Noyau dé f : ensemble des vecteurs v tels que -f(v) =0,

Ker £ = {v/E(v) = B}.

ST e—

&=

noté Ker :‘.t
ensemble des transformés de tous les vecteurs

fnt= {vie= i), veR’)

e |

o

® Image de f :
2

vde R » noté Im?

o

3° - APPLICATIONS AFFINES ET LINEAIRES ASSOCIEES.

[ Le plan affi : i T Y
P ine R est muni du repére (0,1,_)?) quelconque ou ortho-

normé, son espace vectoriel directeur est le plan vectoriel IRZ
2

O S SR

; +
muni de la base (1,]). Une application affine f de R? dans R

e
—————

est définie par la donnée d'un point et de son transformé par f,
->

et par la donnée de la partie lindaire de f, soit f (endomorphisme

ou automorphisme).
% L'étude des a i i
pplications affines de le
est rappelé i
P ppelée au chapitre
On peut aussi utiliser les rappels suivants

1'aide des nombres complexes.

¢ Formules de définition.
e Soit f (affine), transformant M(x,y) en M'(x' yhalon
’ » a

.
.

» Q@ et B sont les coordonnées de £(0)
—— ¢

x' =ax + by + a
y' = cx + dy + B

«.m‘ RN

E
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255
ire f a pour matrice F =(: Z) , (visible sur

e La partie linéair

les formules).
>

e Si f est par exempl
. de méme pour les autres noms des transfor-

homothétie affine ;

e une homothétie (vectorielle), festdite

mations.
s : un point invariant est défini par £(M) =M, d'ou

e Invariant

aotd et i ol Lt

x' = x et y' = y. Suivant les cas, il n'y a aucun point inva-
ne infinité, cela peut renseigner

riant, ou bien un, ou bien u

sur la nature de f(ou de f).

© () [Propria

aires .f g ont pour matrices F, G :
e £ injective <$f injective <>Ker £

t:es dlverses, oi £, g sont affines et leurs parties liné-

=k - s
= {0} <=>détF # 0.
2
@ Dans le cas actuel (R%)
f injective <> f surjective <=>f bijective, d'od des équi-
valences avec chacun des résultats précédents.
® La composée gof est affine, sa partie linéaire est gof et
our matrice la matrice produit GF.
a pour partie linéaire
(inverse

cette derniére a p

® Si f est bijective, sa réciproque f~ 4
¥-1 et cette derniére a pour matrice la matrice F~
de F).

e Si dét F # 0 (f et f sont des bijections) on a Ker £ = {0} et
Inf = R? ou aussi Imf = R?.

de plus :

- APPLICATIONS LINEAIRES ET STRUCTURES.

2 >
ectoriel E = R , hote

: somme d'ap-

e des endomorphismes de 1'espace Vv

‘ L'ensembl
F(E) ou f(lR ), est muni des opérations suivantes
composition O.

plications, produit par A réel
avec le produit par A réel,

« (Z(E),+) est un groupe abélien ;
on a un m-espace vectoriel, appelé 1'espace .?(E!.
(./)(E) +,0) est un anneau unitaire (unicé Id), non commuta=

tif, appelé 1'anneau .?’gE).
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O Sou;:ensqn;bl)es _d_‘e, ..?(Ej .

® Les automorphismes (endomorphismes bijectifs) de E = ]Rz,
constituent un sous—ensemble, noté GL(E) ou GL(IRZ), de .%’(E).
® (GL(E),0) est un groupe, alors que (.Y’(E),o) ne l'est pas,
ce groupe est appelé groupe linéaire de E, ou groupe GL(E)..
® A son tour, GL(E) poss@de un sous-groupe (pour 0), appelé

groupe orthogonal de E et noté O(E).

@ Eléments de F(E), GL(E), O(E).

@® ZE) a pour éléments tous les endomorphismes (applications

linéaires) de E dans E : endomorphisme nul, identité&, homothé-

ties, projections, symétries et symétrie cemtrale, rotations,

et leurs composés (notamment similitudes, antirotations).

@ GL(E) a pour éléments tous les automorphismes de E sur E (en-

domorphismes bijectifs, ou inversibles) : homothéties de rap-

. R > - > >
port non-wul, involutions (telles que f = f~! ou fof = 1d).

Toute involution est une symétrie (centrale, ou par rapport i
D, parallélement 3 D,, ou orthogonale), ou une composée de sy-

métries.

@ O0(E) a pour éléments toutes les isométries vectorielles de E
(endomorphismes qui conservent le produit scalaire ou la norme),
appelées aussi automorphismes orthogonaux : par définition,
feom < IW-E@) = 37 o ,vY

ou [IE@) | = |I3]] (vdy.
® Si EEO(E)', -f"iau§sri,‘_ donc F=! & les memes propriétés.
® Tous les Eléments de O(E), ou isc;métrié's.,. éont-*l.éx;.-rdtations,
les réflexions (symétries orthogonales), la symétrie centrale,
et leurs composées ; certaines sont des involutions,

® Matrices deg isométries (base orthonormée) ;

cosa -sing ) :
sina  cosq) | —rationd'angle o (mod 2m) ou cas particulier.

181

): antirotation (composée de rotation et réflezion)

cos O gina
gina =coso

e L'ensemble des rotations est un sous=groupe de O(E), 1'ensem-

ble des antirotations n'est pas un sous-groupe de 0(E),

5° - APPLICATIONS AFFINES.

p . 5 2 2

[0 si f est une application affine de R dans R (espaces affines),
- - - =2 L3 -

elle poss&de une partie linaire f dont les propriétés se réper-

cutent souvent 3 f (de méme que le nom : par exemple i projec-

tion vectorielle, d'ol f projection affine, etc...).

o L'ensemble des applications affines de R?dans R? o'a pas de nom

particulier, il comprend les &léments de types-suivants :
® application constante : VM, M — A (A fixé).

_identité : M—M (VM).

translation : M—M' (M' = M+2, 2 fixd).

homothétie : M —=M' (AM' = AAM, A fixé, A réel fixé).

projections quelconques ou orthogonales.

symétries quelconques, orthogonales, oupar rapportdun point.

rotations quelconques (d'angle donné, de centre donaé).

Composées des précédentes (notamment : similitudes affines).

RS i
. Involutions affines : telles que fof = Id ou £ = 7.

® Nécessairement, une involution est bijective.

® Toute involution (affine) est une symétrie.

i i : - f admet au moins un point invgrmnt
it b ; et f estune symétrie (vectorielle).

’ iivx;ééiﬂétriés affines’: conservent la distance (euclidienne).
® Si 1'on pose £(M) = M' et £(B) = P',

. " P).

f isométrie (affine) <> d(M',P') = d(M,P), (Y, VP)

® f isométrie (affine)¢>7£: (partie linéaire) est 1S
(vectorielle).

ométrie
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% Parmi les isométries affines :

Déplacements : tels que la partie linéaire soit une rotation

vectorielle).
Antidéplacements : toutes isométries non-déplacements.

® Certaines isométries sont aussi des involutions : les symé-

tries.

® Les déplacements sont : rotations, translations, et composées.

® Les antidéplacements sont : réflexions, composés d'une ré-

flexion et d'une translation paralléle 3 1'axe de réflexion.

183
CHAPITRE 24

APPLICATIONS LINEAIRES
OU AFFINES DE L'ESPACE

‘1o .-RAPPELS DE GEOMETRIE EUCLIDIENNE.

[ L'espace vectoriel R? est muni d'une base orthonormée (i,],k),

~ 1'espace

4 C 5 o
affine R est muni d'un repére orthonormé (0,1,],k), le
produit scalaire est euclidien (d'olinorme etdistance euclidiennes).

0 Pfé'r;fveéi‘oriel_(de vecteurs directeursu etu' nonnuls, non coline-
- - - - —_— r
aires) : ensemble des vecteurs v tels quev = Au + uu' (A€ R,:eR.

- - + - - .
@ sSiu=ai+ bj]r +cketu' =a't +b']*c'k, en posant

X = Aa + pa
ub' (équations para~

Y = Ab + ;
métriques)

-> - - -+ i
v = Xi + Yj + Zk, on obtient :
S Z =Xc + uc

nant A et u) de type

® On a une &quation cartésienne (en 8limi

oX + BY + yZ = 0.

T 3 .. -+ - - . hl
"?Plan'AfﬁﬂO:‘((passant parM,, dirigéparuet u' precedf_n:s) .fnsemfv e
e e Ou-\‘(uﬁz\u':u'

- -
des points M(x,y,z) tels que M = My + Au + Wu,

= n obrient
@ Avec les notations précédentes, et My (X0,¥0:20)s ©

X = Xg + Aa + pa' i

Y = yo + Ab + ub', ou une équation de £y

peax*SY””

(en éliminant \ et W)

z =z, + Ac + uc'

® Réciproquement, si 1'ona ax +B8y +Y2z = 8,
on peut interpréter cette dquation par

o
ok '(B est orthogonal au plan,
Y

al+ B2+ y
orthogonale H de O sur le plan.

—

Q= OA définit la projection

2
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o Plans paralliles, plans orthogonaux : si et seulement si les Wrecteurs o Droite paralléle @ un plan : on exprime gu'un vecteur directeur
OA correspondants sont respectivement paralléles, orthogonaux. de la droite est orthogonal au vecteur (B) tiré de 1'équation du
7 H Y
’ Droite vectorielle (de vecteur directeur u non nul) : ensembledes plan
- =y -+ .
vecteurs v = Au (A€R) ; si U = ai+b] +ck et v = X1 +Y] +2k, . ' i
o Angle d'une droite et d'un plan : angle de la droite et de sapro-
e — . X =2a jection orthogonale dans le plan ; on exprime le cosinus en cal-
on a les équations paramétriques =
1 P g . culant de 2 manidres un produit scalaire convenable, par XX'+ YY"+ z'
Z = Ac 5 _,. e
et par |[u]|[|Vv]| cos(u,v).
. . sau bX - a¥y = 0 . .
ou 2 équations de plans (éliminer A), par exemple ; eY - bZ = 0 o Angle de 2 plans : angle de 2 droites, respectivement prises dans

i i s hacune orthogonale 3 la direction commune aux deux
’ Droite affine (passant par M, et dirigée par - non nul) chaque plan, cha g
x =x, + lla

plans ; on exprime le cosinus en calculant des 2 maniéres un pro-

ensemble des points M tels que M=M, +)\t, d'od Yy =y, +Ab duit scalaire convenable.
z=2z_+ Ac

£ B =B ~__ 2°- APPLICATIONS LINEAIRES. MATRICES.
ou 2 équations de plans en éliminant A : 3 z"‘x . )B,'y IZYTZ s

S 2 1 (dans
On généralise les notions similaires (dans R®) au cas actue (

S - . ; i :
® Réciproquement, l'intersection de 2 plans (affines) est une 3 IRa) pratiquement "mot 3 mot", compte temu des rappels suivants.

droite dont on a des points particuliers, soit dans (x0y) en 3
. domorphisme :
posant z = 0, soit dans (y0z) en posant x = 0, etc..., et dont . Matr:.ce dans la base (I’J’k) A endomaRy *-—\"*'+Y'?+Z'E

* Si f est défini par:v=Xi+ YJ*'Zk Bey= v =Xt T

. g - -
on a un vecteur directeur u en exprimant que u est orthogonal

Lo £ a u: hustammas . X' =aX + bY + cZ N % .
n T PP . : . sa M , es
a la fois 3 B |et 5‘ » ou colinaire au produit vectorie avec | Y' = a'k + b'Y + ¢'Z, la matrice de E, notée Mat
g B Z' = a"X + b"Y + "2 lon
A Bl' > > > > > - 'sesenCOO'
¥ Y la tableau des composantes de f£(1), £(1), (s) ot
g > - >
_ i@ M fW
o Droites paralléles, droites orthogonales : si et seulement si ¥ ¥ ¥
-+ C
leurs vecteurs directeurs sont respectivement paralléles, ortho- 1+ /3 H ,
-+ - f ' [
gonaux., nes selon le schéma : Matf=3j~| @ v "
"
) . ] —I: 3 au b c
0 Droite orthogonale @ un plan : on exprime qu'un vecteur directeur duit 1'endo-
ul
o 1 sy . s W1 iones par cclonnh’b "tra
de la droite est paralléle au vecteur(B) tiré de 1'équation du uik “tlllsat“’;"du PrOd”;t Clu’nxbp X' a:\\+:YY+C z)
{ a ~ 1] = 1
Y g [ v ') Y ,d'ou('l)' " vy +¢''L
S len. fox fyiyz =), morphisme par(z:) (a" E" :") (Z) 7 X+b
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la régle découlant des schémas :

“a b ¢ {X) — aX + bY + cZ.
\._.__.__-/\Yl

\Z:

\_/

]
ra' b' C‘) YI — a'X + b'yY + c'
& \:Z/] c'Z.,

/——-llx|
p— 1
- — - - - |Y !

(\a" b" C")"——“\Z) i anx + b"Y + c"Z.

® Opérations sur les matrices : égalité, par égalités terme 2

terme ; somme, par somme terme 3 terme ; produit par A réel,
par produit de chaque terme par A ; produits, par produits

" :
lignes par colonnes".

1 0 -1 0 4 2

Exemples : si A=(3 1 2 JetB=1[(-2 1 -1},
-2 1 3 1 0 3

1 4 A 0 -\

A+B = 1 2 1 s AA =" gx»x “2A ~ PSS Re

-1 1 6 -2\ A 3)
-1 4 -1 8 6 14

AB=(01311), BA=|3 0 1|
1 -7 4 -5 3 8

® Les correspondances endomorphismes = matrices sont les mémes

5 000
que dans le cas de R » les matrices usuelles O = 0 O ?)
i

100
} o 00 Q
1 (0 1 0), AL pour l'homothétie de rapport A, -I pour la sy-

métrie centrale, ...

nombre noté dét A, et

calculé par l'une des régles suivantes :

e développement par rapport a la lére colonne :

187

N b' ¢’ b ¢ b ¢ t g
dét A= a b" cnl - a' B" cnl + a"lbl c! B 2"

mineur de a (obtenu en supprimant dans A la ligne et la colonne

est le

, ou

~ . b
de a, de méme pour le mineur lb" 2" de a', etc..., et ol 1'on
alterne les signes devant a(+), a'(=), a"(+).
’ e Développement par rapport 3 la 28me colonne :
' L Al
y a'c a c a c a' ¢
dét A= -b a" c" +b' a" " - b" at et a" "
mineur de b (obtenu en supprimamt ligne et colonne de b),

est le

, ou

S etc..., et ol les signes devant b(-), b'(+), b"(-) alternent.

® Le signe par lequel on doit commencer s'obtient par la régle

[ suivante : le ler terme de A est affecté de + ensuite, on al-

.

)

l terne les signes a chaque passage d'un terme 4 l'autre, selon

+ -+
le schéma |- + —,, cette régle d'alternance aboutit toujours

+ - +

au méme signe pour un élément denné, quel que soit le chemin suivi

pour y arriver, (on n'a pas le droitr d'aller en "diagonale™)
Tk'Exemple : §i A=7173 ? -%>, on peut choisir la lére ligne 2
cause d'un terme ngi, Ln 1 5
dér A = (D)1 ,: ) @0‘_32 §,@(-l)'_32
A partir de la 2&me colonne, on a de méme :
dast A = ®°|-32 NIO]) I_‘z ';i@:

e Dans les produits, dét(Aa) = A} dar A, dét(AB) = (décA) (dét B).

=0+ 1 —-5=-4.

T -
3 2

a b ¢
o ‘Inverse d'une matrice : si A=[a'"b' '], la matrice inverse,
o - ’ all b!l Cll
notée A ', existe si et seulement si détr A # 0, et unmoyenrapide
[ aX +bY +cZ = X'

Y'

de la déterminer est de résoudre le systéme ¢ a'X +b'Y +c'Z
a"X +b"Y +c"Z = 2'

-1 ; _—
. les termes deA  sontalors mis en évidence .

1) = A—l'

par rapport aX, ¥, %
> =
® Si A = Mat £, alors Mat(f
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3° - APPLICATIONS AFFINES ET LINEAIRES ASSOCIEES.

Les rappels faits au chapitre 23, 3°, s'adaptent pratiquement
mot & mot au cas actuel, en tenant compte seulement de la dimen-
sion 3 au lieu de la dimension 2.
e Dans le cas des points invariants, il peut arriver qu'on ait
une infinité de points d'un méme plan, ou bien d'une méme
/droite ; quoi qu'il en soit, cela peut renseigner sur la na-
fture de 1'application.
/

4° { APPLICATIONS LINEAIRES ET STRUCTURES.

s'adaptent pratiquement

mot 3 mot, en remplagant E = ]R par E = ]Rs, etc...

4 * Les £léments de # (E), GL(E), O(E) sont, pour E = ]Ra,' ana-
2

R ; maintenant les projections sont

sur un plan parallélement 3 une droite, ou sur une droite pa-

rallélement i un plan, de méme pour les symétries et les ré-

Les rappels faits au chapitre 23, 4%

i
logues a ceux du cas E =

flexions.
. Les matrices de rotations et d'antirotations sont modifiées
R* a b ¢
% [ o .
par rapport au cas de : a" b" c¢'] représente une rotation
' a b c"

vérifient cer-

= a b c

lorsque les vecteurs-colonnes"( a'|,( b'|),[ e
L " "

a b ¥

taines relations et le déterminant de la matrice est +1 ; de
; B

méme pour une antirotation et déterminant &gal 3 -I

5° - APPLICATIONS AFFINES.

O Les rappels faits au chapitre 23, 5%, s'adaptent pratiquement mot
3 mot, compte tenu du changement de dimension, et de ce qualins
symétries et projections sont par rapport 3 des plans paralladle-

ment 3 des droites (ou inversement).
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CHAPITRE 25

LES COMPLEXES EN GEOMETRIE PLANE

1°- PASSAGE DES COMPLEXES AUX POINTS ET AUX VECTEURS

O Au chapitre 7, la bijection (en axes orthonormés) qui associe
z = a+ib et M(a,b) est précisée.

[0 Le passage d'espace vectoriel (dlrecteur) espace affine établit
aussi une bljectlon entre M(a,b) et Oﬂ = (b) ; on peut alors, a
1'aide de la relation de Chasles ("!M = oM’ -&\?), associer aM et

M', d'affixes z et z', le vecteur MH' d'affixe z'—ftJ

_—
¥ Remarques, pour MM' :
y B
— v
||MM'” ou d(,M") = |z -z o<
A~ N L PN
— =
0x, MM' = arg(z' —z),mod 21, /ﬂarg(z'-z)
X
0[ o~

20 _ APPLICATIONS AFFINES PLANES.

O Les bijections rappelées ci=dessus permettent d'établir une cor-

respondance bijective entre

et certaines fonctions complexes.
——

les transformations planes usuelles

-

r Exemple 1 : translation de vecteur u y
donné. . "
.2 _ (o : : A
@ Siu-= (B) s 11 lui correspond
M

b =a+iB, et \
Tr : M—=M' =M+ '
a.

ol

\

se traduit par :
\

f 1 z—2' =2+ b. \
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Y% Exemple 2 : homothdtie de centre Q, y M 30. CAS GENERAL f:z — S —
de rapport A (réel non nul, A # 1).
e Si §(a,B) est donné, il lui cor- M [0 a et b sont donnés, complexes (&ventuellement réels).
* .
respond w = a+iB et ) - cag ity Toute fonctimj de type z —->az.+ b est dfte fonction affine. Des
—d ;Q exemples précédents, on peut Eirer les résultats suivants.
H P M—M' = Q+A QM - ——
X
A g @ Sil'onaz'=2z+hb,

se traduit par : g : . = .
P il s'agit de la translation de vecteur u (u image de b).

£ : 2z —2z'=w+A(z-w), d'od z' = Az + (I-Duw.

e Généralement, si z' = Az + b (X réel, X#£0, X #1),il s'agit

@ Si 1'onaz' =iz + b, A réel (A #0, 2 #1),

i1 s'agit de 1"homothétie de rapport-A, de centre 2(point in-

d'une homothétie de rapport A, de centre £ tel que w = ]_E)k- =
variant) image de w = 7y (d'aprés w = Aw+b).
E rticulier, la symétrie de centre 2 est H d'ol . .
SRR i = b (R,-1)° Si A = -1 : symétrie de centre {.
z' = -z+b (1'affixe de Q est w = -2—).
@sSilonacz' =az+b, |a|] =1 maisatl,

il s'agit de la rotation d'angle & = arga, de centre O inva-
. ) 5. o b ’
riant donc image de W = Your

¥t Exemple 3 : rotation de centre 2 et d'angle a.
@ Si a (mod 2m) est donné, soit : J}y
a=[1,0] = cosa+ isina.

e On sait : [1,alx[r,0] =[r,0+a].

@ 5sil'onaz' =az + b hors d'un cas précédent,
il s'agit d'une similitude de rapport |a], d'angle arga, de

e La rotation R : b
(0,0) centre Q invariant (donc image de w = FZ)'

— —
M—’M'(I_',gj\'_“, = ljom] 0 = La similitude est directe (rapport |a| positif).
oM, OM' = . 2
O cConclusion : 1'ensemble des fonctions affines de C dans (:, repre-

se traduit par f : z —2' = az, étries a
”E*'” ”—> sente 1'ensemble des translations, homothéties (symetries 4 Ce&n=
La rotati : M —=M' M = ||fM Y ; . :
b 200 R(ﬂ.a) : M M —s ” se traduit a tres), rotations et similitudes directes.
e ‘ QM, aM' = a B y 31'en-
l'aide de z' ~w = a(z-w) d'oi : e La composition o donne une structure de groupe, autantd ch
semble des fonctions affines qu'a 1l'ensemble de transformations

. '
f:z—2"=az+ (I-a)w, oi Ial =1, arg a = qa.

géométriques associées.

Y Exemple 4 : réflexi étri
= ion (ou symétrie orthogonale) d'axe Ox. @ Certding sous—enssmblea sont des Squa—groUpes
® On a déja rappelé la conjugaison
. . Y
(chapitre 7), la réflexion d'axe Oox

4°- ETUDE GENERALE DE f:z — 2" =az + b

se traduit par z — z' = z
Z M(z)

0O a et b sont donnés, complexes (éventuellement réels).
'a pas de nom particulier.

® De méme,
Une fonction de type f : z—=az + b, n

ovl-_o

réflexion d'axe 0 =

YizZ— -
et i ) .
Symetrie de centre 0 ; z —» ~ g M'(Z) De tout ce qui précéde, on peut tirer le plan d'étude survant.
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@ Points invariants : définis par 1'affixe z tel que z = az+b,

x -iy), 1'équation précédente four-

® Posant z = x + iy (et z
nit un systéme de 2 équations & 2 inconnues X et y.
e Suivant les cas, pas de point invariant, un seul point inva-

riant, ou une infinité mais répartis sur une droite invariante,

alors il s'agit d'une symétrie par rapport 3 cette droite.

@ Décomposition de £ :

fo _ £, —
schéma : z—= z —-az +b, d'ot f = f,0f,, avecf| : z —»az +b,

on peut toujours décomposer f selon le

étudiée au 3° et f, 12 —~ 7z, réflexion d'axe Ox.
® On conclut aisément ; cependant les invariants de f ne sont

pas nécessairement les mémes que ceux de f, (s'il y en a).

ﬁExemple :f i z—wz' = (1+i)z + 2 - 3i.

e Invariants de £ : x + iy = (1+i)(x=iy) +2 =31 donne x = =I,

y = -2 (ou z =-1 -21i).

® Décomposition : f,(z — z) et fl(z — (I+i)z +2-3i), donne
pour f; : similitude de rapport v2, d'angle %’ de centre (in-
variant de f ) défini par w = 3 +2i.

@ f est donc la composée f,0f, correspondante.

* Remarques

® On peut décomposer f(z —» a z+b) de 3 autres maniéres @
fo _ = 'y =
l. z— (a)z + (b)—~az+b,
f2 est de type étudié au 3°, f, est la conjugaison (ré-
flexion d'axe 0x),
£, = f e
2. .z—?—-z-—i(—a)(-z)d—b,
f, représente la réflexion d'axe Oy, £, est de type étu-—
dié au 3°,
£2  — A
3. z2—(-a)z + (-b)—flaZH;,

f, est de ¢t ttudig
, ype €tudié au 3°, f, représente la réflexion
d'axe Oy.

I ey
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O conclusion : 1'ensemble des fonctions (non affines) d
) de { dans

de type z —az + b représente 1'ensemble des transformations in-

directes du plan.
e La composition o ne donne pas de structure, car cette loi

n'est pas interne (f, : z—=2 et £, : z—~2z donnent par

exemple f,of,; z —= -2z, fonction affine).

5° - AUTRE TRANSFORMATION.

O on peut avoir i construire 1'image M' de _ connaissant Y, image

de z non nul.
e z = [r,0] donnant % = [];, - B8], on obtient M' par 1'une ou
1'autre des constructions symbolisées par

1 B B 5 i M =R,
z
2. z——-_!:—-"]—,, ou M —Pp'—M",
z z
¥
) M
:z=[r,:]
1
I
sl 0l :
z r p! ; cas r>1
\ 1
o ! i ;
\ f : X
0 }‘@ ] 1
\ 1
] i
M 5
1
i o |
z - L N
z = [r,9]
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CHAPITRE 26

EXEMPLES DE GROUPES,
ANNEAUX, CORPS, ESPACES

1° - RAPPELS.

@ Groupes usuels (tous abéliens)  c=immunhs N7
@, @+ R+ €+ @
(@) (R %) (€, %) &)
(=] Anneaux usuels (tous commutatifs et unitaires)
(Z, +, x) intégre

il non intégre si p est non premier.
- =

@ Corps usuels (tous commutatifs)

(@ +, %) (]R,'*, <) €, +, %) Z/pz si p est premier

® R -espaces vectoriels
~ ————

\ ]R Rz ]R3 s de bases (-{), (-{,})l (-{a-j"-]’:)
C (1somorphe a ]R ) de base (1,1)

(‘,/l R L
.{Espaces affines
R R?

C, par labijection z =x + iy — M(x,y) de C sur IRz.

2° . CAS DES FONCTIONS OU DES APPLICATIONS:

1
@ Fonctions f : R - R
P e nd

X ——u f(x) * B By -.. définies sur un

3 " + -+ &
]R » de Xeperep (0, 1), (0"{"-]?), (O,—{,j,k)
(ou de repéres similaires avec toute autre origine A).

(

195

domaine commun.
A Egalité : f = g lorsque £(x) = g(x) pour tout x.
~Z e Somme :; £ + g = h telle que h(x) = £(x) + g(x) pour tout x.
/2, e Produit : fg = h telle que h(x) = f(x)g(x) pour tout x.
¥+ Produit par Aréel : Af est définie par (Af)(x) = Af(x) pour
tout x.
S e Composée de fet g: go £= h telle que h(x) = glf(x)] pour
tout x.

@ L'ensemble de ces fonctions est noté 9'-(]R) ou 9'—(]R, R)

k e Z(R) muni de 12 somme et du produit de fonctions est un

anneau commutatif unitaire ; on peut créer des sous-ensembles
qui sont des corps en précisant le type des fonctions du sous-
ensemble.

e Z(R) muni de 1a some et de 1la composition de fonctions pos—
séde des sous—ensembles qui sont de anneaux, non commutatifs
en général, unitaires, (&ventuellement, des corps).

o Z(R) muni de la somme de fonctions et du produit par A réel

est un ]R-espace vectoriel (de dimension infinie) ; on peut

créer des sous-espaces a 1'aide de propriétésparticulieres des
t
fonctions : é(R) pour les fonctions continues, ¢ (R pour

les fonctions i dérivée premiére continue, etc...

3 . 2 3 g
@ ronctions vectorielles de R dans R°ou R’ : t — (o).
— A~
e La somme de fonctions et le produit par ) réel conduisent 3
des ]R—espaces vectoriels (de dimension infinie) notés

ZR, R ou Z(R, R).

@ Applications lindaires d'un espace vectoriel E dans un espace
~ piagin

vectoriel F.

® On est conduit 3 l'ensemble Y(E,F) et 3 diverses structures
rappelées auchapitre 27.

e Si F = E, de méme on obtient P(E) contenant GL(E), lui-méme

2 a
contenant 0(E) (chapitre 23 si E = IR', chapitre 24 si E = ]R
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3° - CAS DES SUITES.

@ L'ensemble des suites u = (ul, u,

-

seees Uy «..) (chapitre 13)
muni de 1'addition terme 3 terme, et du produit par A réel
tel que Au = Qu , Au,, ..., Aun, ...) est alors un ]R—gspace
vectoriel (de dimension infinie).

e On crée des sous-espaces, soit en considérant des suites
finies (2 termes donnant le, 3 termes donnant ]Rz, etC..s),
soit en considérant des suites récurrentes.

e L'ensemble des suites infinies vérifiant une relationde type
Wy =R, * by, s et fixés, ab #0) est un R-espace

vectoriel de dimension 2, 1'étude de 1'Equation r?=ar+b

conduit 3 trouver une base.

4° - CAS DES POLYNOMES.

~

@ L'ensemble des polyndmes "de la variable X", 3 coefficients

réels, est noté R[X].
e RiX] muni de 1a somme (habituelle) et du produit par A réel,

est un ]R—espace vectoriel de dimension infinie.

® On crée des sous-eépaces de dimension n+ 1] en considérant
les polyntmes de degré maximum n (polyndme nul compris), une
base est alors formée de I, X, X?, ..., X" (base canonique).

® Les coordonnées de P(X) = ag +alx+a2){2 +anx“ dans cette
base sont (a,, a,a,, ..., an), on est ramené au cas des suites
finies de (n+1) termes.

® ]R[X] muni de la somme et du produit habituels de polyndmes,

est un anneau commutatif unitaire,

o Rix i : »
[X] muni des opérations qul en font un espace vectoriel et

un anneau @o érati
pérations) a une structure d'algébre sur R.
~

197 \

5° - CAS DES MATRICES 2 X g’.

1 3 _ (a b\ . 30
@ L'ensemble des matrices de type A = (c d) a coefficients réels

est noté ./”Z(IR)

.ﬂz(R) munide la somme de matrices et du produit par A réel

est un ]R-eSpace vectoriel de dimension 4, de base canonique

[0 01 00 00
L =(‘0 o)' L=t o)’ e (1 o)' L, =(o 1)'

les coordonnées de A sont alors (a,b,c,d), on peut écrire

A = al; + al; + cI; + dI,.

® On crée des sous—espaces de dimension 3, 2 et méme | en
donnant des relations convenables entre a, b, c, d.

] ./”Z(IR) muni de la somme et du produit (lignmes par colonmes)

de matrices, est um anneau unitaire (non commutatif), dont on

peut créer des sous—ensembles qui sont des coxrps.

@® Remarque : avec ./ﬂ;(]R), ensemble des matrices 3 x3, onobtien-

drait de méme un ]R-espace vectoriel de dimension 9, un anneau

unitaire, etc...
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: ESPACES VECTORIELS.

1°- ESPACES ET SOUS-ESPACES (VECTORIELS)

’ Espace vectoriel ‘ensemble E d'éléments X, ¥, +.. (qu'on peut
appeler vecteurs) muni d'une addition (interpe) et d'un produit
par les scalaires A, 4, ... d'un corps K (produit externe), tels
que : *— y E?K(E:'-—€>E;

pr!,{‘c l« (E,+) est un groupe abélien. CI)3) ‘__)i-“&
B( x E —>E n‘\‘ "
2« Le produit externe : { verxfle pour tous
(A, x) —Ax -
£ ‘\. \\
scalaires et tous vecteurs (en plus de )\xEE)\i 5
D e "distributivité" par rapport 3 i'addition de K :}
Dtm—
= (Ax) + (ux). " :
E} ® distributivité pa; rapport & {'addition)de E : , [ (~4/
o A
Mx+y) = Ox) + (hy). iyt @
A ® "associativité", de type A(ux) = ¢((ap)x / ,A !
AL
’J ® 1'unité 1 de JK est "neutre", au sens de :@c = x, VxEE. ¢
% Dans E,+ E
(E,+), le neutre est noté E’ 1'opposé de x est noté —x ;
1'€lément nul 0 de K vérifie 0 x _(Té, Vx EE.
[ Un espace v tori éfini 3 ]
P ectoriel défini a 1'aide d'un corps ﬂ( est appelé
espace vectoriel ; en pratique K = R.
¢ Sous-espace vectori ;
,d,____‘ - . torie/ de E : toute partie non vide E' qui, munie
€s memes lois que E, a upe '
£ structure d'espace vectoriel.
En pratique, E' t -
©SL un sous-espace vectoriel de E si et seule-
X ment si l'on a (purre E'CE et E*
\ # @), pour tous scalaires A

@  ®»
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de IK et de tous vecteurs x, y de E' : = + yeg’ | ,,-::-]

On dit alors que E' ast stable pour les deux lois.

{ Propridras.

@ Tout sous—espace de E contient au moins 0.

® S85i E"CE'CE, et 5i E' est un sous—espace de E, alors
est un sous—espace de E si et seulement si E" st sous—us
de E'.

® L'intersection de n sous—sspaces de F est un sous-e

2°- INDEPENDANCE LINEAIRE, GENERATEURS, BASES,

O on désigne par Ayp By voes Ky owoe jes sléments
'. - . fr
par )‘l‘ )\2, e «*k, ... des &léments (scalaires) N )
’ Cgmhsnaison lin€aire de k vecteurs munis de & coelilcl
teur défini par la farmule IA e R, gy W ‘

’ Partie génératrice de |'espace vectorie.

de E, fixés et notés X, X,, --., £ . Teis
pour tout vecteur v de £, il =xiste &

vérifiant v = A, X, * 1,%; * ... N

e On dit alors que la famille des <. eAgesds

bien que les x; sont des générateurs de Z,

. Indépendance linfaire de X vecfeura : les &vecicuis

sont lindairement indépendancs, lorsque la combims.son (-aEas
nulle ne peut avoir lieu gue pour des ac
® X, , X,; --+5 X, lLlndependants si &l seuleme

1 2 %

X x * A% * ... AR =0 = Us g = Uy
R { r g L E

e On dit alars gque les .s.L ctudies forment o=
yesn auag

et dans le cas contraire (au @oins ud

famille liée (cu unm systeéwme Lie).
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’ Bases de 1'espace vectoriel E : on appelle base (de E) toute famille
i,

i la fois génératrice@ libre (ou lindairement indépendante).

[y

o Propriétés des bases. .
i - drihand St K e 3
xk) est une base si et seulement si tout vec-

® (xl, Xys eres

teur x de E s'écrit : x = AyX; + ApXp + oeo + Apxp avee (A,

Ags eeey Ak) unique.

@ Si une base contient k &léments, toute autre base aussi.

O si (x;, %,, -+, %) est une base, on Eerit X=X x; + A%, +oon +Apxy

et les scalaires (A;, A,, -+, Xk) sont les(cdi'npo'sarrt'e/ ou coor—

données de x dans cette base ; -on préfére en général réserver

le mot coordonnées pour les espaces affines (chapitre 28).

’ Dimension d'un espace vectoriel E ¥ nombre entier, noté dimE,
égal au cardinal d'une base. Par abus, on parle de dimension in-

finie s'il y a lieu (chapitre 26). LI =S8
Propri iétés diverses.
® Base canonique (ou naturelle) de R™: famille des n €léments
e, = (I,O,...,O), e, = (0,],...,0), sececey € F (0,0,.'--,1)

u v . P -
ot l'on a un seul scalaire &gal 3 1 par n=uplet, occupant res-—

pectivement la lére place dans e;, la 2éme dans e,, ..., la
iéme

n dans - (et les autres termes sont nuls).

® Si dimE = n (connu d'avance), alors :

() n vecteurs de E forment une base si et seulement si ce

sont des générateurs. i o i b 4 a8
of . .
Vecteurs de E forment une base s1 et seulement si ce

sont des vecteurs linéairement indépendants.

. - ; :
‘1 out R €space vectoriel de dimension n est isomorphe a R"
il (exemple : C est isomorphe a ]Rz).

- SOMME, SOMME DIRECTE, SUPPLEMENTAIRES.
1

’ Somme de 2 Sous—espaces, E

e 1 a 5
1 et E; , d'un mBme espace vectoriel E :

201

nouveau sous-espace, noté E; + E;, constitué des vecteurs de type
7

Ix = x; + %X, ol X, EE; et x,€EE,.

e Si % est donné dans E; + E,, il peut exister (suivant les cas)
plusieurs couples (xlvxz) de E;, x E, ou un seul (tels que :

X=X + %5).

’ Somme directe de 2 sous—espaces : somme de 2 sous-espaces, mais

dans le cas : x = x; + %, avec %, €E,, ¥, €E,, et (x,,x,) unique.
e La somme directe est notée E, (¥) E, ; dans ce cas, on a

—_—
E, nEz = {OE } mais pas nécessairement E, ©) E, =E.

. SouAs—espaces supplémentaires de E : E; et E, sont supplémentaires

1 -

(1'un de 1'autre) dans E, lorsqu'ils sont des scus-espaces de T,

et que E est leur somme directe, d'oi 2 définitions 2quivalentes.

QJ) Les sous—espaces E, et E, sont supplémentzires dans E, lorsque
tout x de E se décompose d'une maniZre unique en x = X,
avec xl€E1, x, EE,.

@ Les sous—espaces E, et E, sont supplémentaires dans E, lorsque

E,NE, = {0;} et E, + E, = E.

O]
It
=}
o
o
3}
)

{ (Propriété. si E =E,(® E, et si din

ﬁ‘ Exemples.
® Dans E = ]R. les seuls sous-espaces sont (0 et :R,
ils sont supplémentaires.

2 -
e pansE= R , les sous-espaces sont : {0’

. 2 - - ..
vectorielle de R (ensemble des Au : u fixénon nu

R).

== 2 i'antrre
Les supplémentaires sont {0} et R* d'une part, ecd’autre

—
part

toute paire de droites vectorielles distincres.

e Dans E = R?, les sous-espaces sont : {0}, IR“: toute droite
vectorielle de R*, et tout plan vectoriel de R"* (ensemble des
AU +uv o U et v Eixés non nuls ni colindaires, (A1) "par-

5
court” R%.
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3
Les supplémentaires sont {3} et R’ d'une part, etd'autre part

toute paire formée d'un plan vectoriel et d'une droite vecto-

rielle non contenue dans le plan vectoriel.

® Dans E =
cette somme n'est pas directe ; tandis que pour un plan et une

3
droite non contenue dans ce plan, la somme est ]R et elle est

directe. = Sk
De plus, 3 droites vectorielles distinctes et non liées ont une

; _ - , 5 3
somme directe (généralisée) égale i R°.

4° - CAS GENERAL D APPLICATIONS.LINEAIRES.. .. .. .
O ponnées : 2 espaces vectoriels E et E (sur le méme corps IR) d'élé-

ts nuls O..et O, et eplioecion £ 3 £

ments nu g~ et Op»et une application f : ,x £(x)

‘ Définition : f est linéaire lorsqu'elle vérifie, pour tous vec-
teurs X, y de E et tous scalaires A, 1'égalité suivante dans F_:

[ £GQx+y) = AEx) + £(y).

@® Y(E,F) désigne 1'ensemble des applications linéaires de E dans F
muni des 2 opérations (somme de fonctions, produit par un scalaire)
qui en font un IR-espace vectoriel.

® Si f est linéaire et bijective (de E sur F), f est appelée iso—
morphisme (de E sur F), et f~! est aussi un isomorphisme (de F
sur E).

® L'ensemble des isomorphismes de E sur F n'est pas nécessaire-

ment un sous-espace de ff(E,F).

",.No&: si FEY (E,B, le noyau de f, noté Ker f, est 1'ensemble
d L
es antécédents de 0F . lxer f = {x€E/f(x) = a;}

On peut aussi 1 ~1en" . e
e noter f (OF)' "image réciproque' de _q: dans E.

Ker f est un sous-espace de E,
f injective <= Ker f = {.(-)E}

: B 8 3
IRa, 2 plans vectoriels distincts ont pour somme IR s
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. Image : si £€.L(E,F), 1'image de f, notée Imf, est 1'ensenble des
transformés des x de E, LImf= {yEF/y = £(x), YxEE}

On peut aussi la noter f(E), image de E par £.

f surjective <&>Imf= F.

o z?fopriétés" C | Im f est un sous—espace de F.

Théorémes ''dimensionnels”..
@ 5i f(lindaire) transforme une base (e, e,, ..., en) de E en
f(e;), f(e,), ..., £(e,) (Eléments de F), on a :
1. £ injective <>(f(e,), f(e,), ..., £(e,)) famille libredeF.
surjective¢>f(el), fle,), ---» f(en) z

2. £
3. f bijective <> (f(e,), £(e;), ..., f(en)) base de F.

3 P

énérateurs de F.

- —

@ Si f est linéaire et si dimE = n,
dim(Im £) = n—dim(Ker £)
Si dimE = dimF (et si f est lindaire), alors :
f injective <<>f surjective<=>f bijective.

—

5° - ENDOMORPHISMES, AUTOMORPHISMES.

2 = . 5 o 2l . ceroriel E dans E.
’ Endomorphisme : application lindaire d'unespacevectoriel = o388 2
B et e, =S i

@® Y(E) désigne 1'ensemble des endomorphismes de
e Si un endomorphisme f est bijectif (de E sur £), f est appelé
automorphisme de E, et ! est aussi un automorphisme de E,
1'ensemble des automorphismes de E est noté GL(E).
Oi&:?priétés j: toutes les propriétés du paragraphe précédent,
ada;té-e;‘:a;x cas actuel en posant F = E, restent ‘\-'Jl.'lb‘.(::}. '
e De plus, la composition 0, nen définie dans P(E,F), estde-
finie dans F(E) ; (H(E),+,0) est un anneav unitaire (d

IdE , application identique), non commutatif (fog # gof) apP
1'anneau 2(E).

e (GL(E),0) est un groupe non abélien, appe

'unilr

A
elc

N g
13 groupe lincaire e
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e Dans 1'anneau £(E), fof est notée £2, et dans le cas_géné-

ral : "7 of = £°

' Noyau, imgﬁe, théorémes dimensionnels s'adaptent du paragraphe pré-

cédent au cas actuel, en posant F = E.

’ Invariants : si fE€.%(E), on appelle invariant de £ (ou par f)
e ———————.

l tout élément x de E tel que f(x) = x.

e L'ensemble des invariants de f est Ker(f-1Idp), d'aprés les &ga-
£(x) = x, £(x) = Id (%), £(x) - T (x) = O,

lités équivalentes :

(f-IdE)(x) = OE'

ﬁExemples d'endomorphismes et d'automorphismes.

</ ® Projection sur E, parallélement & E,, notée prj :

« On suppose E;, et E, supplémentaires dans E, on sait que tout

x de E se décompose en x = x, + x,, X, €EE,;, x,€EE,,
niére unique ; on définit pr, par :
E — E1

® = pra) =x, ¥ THEE prle.Sf(E)l

* De méme la projection sur E, parallélement 3 E,,

> E — E : -
PI, , 2 — on a : przé.g(E)l

X — pr, (x)

pr; :

*Ona: Kerpr; =E,, Impr, = E,,

l'ensemble des invariants de pr, est E,, et pr,opr, = pr;.
7 @ Homothétie (vectorielle) de rapport A non nul, notée h

E — E
x—>h)‘(x)=)\x ”

A

h)\:

on a : h)€GL(E)
«S1A=1,
métrie centrale, ou - Id .
h,oh =
A°h, huoh
POrts non nuls) revient au Produit de leurs rapports.

5 (hx) -1_ h;‘_

.
(pour X # 0),

A T h)\p » la composition d'homothéties (de rap-

(ne pas confondre f£2 avec £ xf, non défini).

E

d'une ma-

hy est 1'identité Id; ; si A = -1, h_; est la sy-

} o Involution (vectorielle) f :

205

-hof—fohl, \

" " élé
y commute" avec tout &lément de P(g).

définie par fof = IdE ou f = §-1
- b
une involution est donc un automorphisme, fEGL(E)].

o 8i f est une involution, f est la symétrie par rapport

E, = Ker(f —IdE), parallélement a E, = Ker(f +IdE)'

« Preuve succincte : si E; et E, sont supplémentaires dans E,

la symétrie par rapport 3 E; parallélement 3 E, est définie

2 3 " _
comme dans le cas de IR ou IR , et notee s, ; onpeutécrire :
§; = Pr, ~Pr,, s; = 2pr, —IdE s S

on vérifie immédiatement : Ker(f-IdE) et Ker(f +IdE) supplé-

= IdE-Zpr2 ; si fof = IdE’

mentaires, on les note respectivement E; et E,, et on obtient

f=s,

| 6° - ESPACES EUCLIDIENS, AUTRES ENDOMORPHISMES.

’ Produit @@sut le ]R-espace vectoriel E :

"_;,Norme" d'un vecteur :

e Y
| ExE ]R vérifiant les

application ¢ : (5] —= Gilx,9)

axiomes suivants.

1. Symétrie : ¢(x,y) = ¢(y,x) pour tous vecteurs X,y.

es,
pour tous vecteurs x, x', y, y'ettous scalair

(Ax +x',y) = o (x,¥) +o(x',
A (x,y) + (XY )

2, B111near1te :
linéarité par rapport au| I—o terme, ¢
linéarité par rapport aLLZ_ terme, ®(x,A\y+y')=

3. Positivité : ¢(x,x) >0, et seul x = OE vérifie §(x,%x) =

noté x-y au lieu de d(x,y)s d

X Produit scalaire euclidien :
< ) de x sur la

fini a partir des composantes (X;, Xp» =+*
base canonique de R™ (de méme pour y), par ‘:

l X'y = X,y * Xp¥y *t ooeo F Xp¥p

o' Juvecteurl,
1 é L & scalaire d
racine carree du "carre sc¢

Vo (x,x) -

notée [|x| . |Ix|l =
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O Prdpriétés .’ déduites de celles du produit scalaire et de v .

o [[x|| >0 , seul x = O_E’ vérifie |[x|| = 0.
o llxeyll < (Il + [yl o 1]l = A1 [Ixl]
% Norme euclidienne : [|x|| = ¥x*x, ou aussi (en base canonique)

| =l - Agemge ok

e Orthogonalité : 2 vecteurs non nuls x et y sont orthogonaux,

et on écrit xJ_ v, lorsque x=y = 0.
; n - P e
La base canonique de R™ est orthonormée, ce qui signifie :

chaque vecteur ei est orthogonal aux autres vecteurs ej de

cette base, et sa norme est 1I.

@ Endomorphismes particuliers : le ]R—espace vectoriel E est sup-

posé muni du produit scalaire euclidien et de la norme correspon—

dante, on dit que E est euclidien.
—_—_—

[ pans 1'espace euclidien E, on sait reconnaitre si 2 vecteurs
non nuls sont orthogonaux (x_l_y -<:>x'y=0), et si deux sous=
espaces sont orthogonaux (tout vecteur de 1'un est orthogonal

d tout vecteur de 1'autre), etc...

. Endomorphisme orthogonal ou isométrie vectorielle : &lément f

de Z(E) tel que f(x)-f(y) = x*y pour tous vecteurs x, ydeE ;

(on dit que 1'isométrie conserve le produit scalaire).

® Une isométrie conserve la norme : pour y = x, on obtient :
G N12 = J1x]12, d'on [[£G0) | = [[x]].

® Les isométries vectoriell.es sont : les rotations (vectoriel-
les), les symétries orthogonales (vectorielles), la symétrie
centrale, et leurs composées.

® Une homothétie h)\ vérifie Axedy = )\Z(X’y), et ”Ax“ = l)\l ”x“,

‘ ; =
Ce n'est pas une isométrie en général.

I sttt e

=
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CHAPITRE 28

ESPACES AFFINES,
APPLICATIONS AFFINES.

1°. ESPACES ET SOUS-ESPACES (AFFINES).

3.€<:‘§9§Espac'e affine :ensemble & d'éléments M, 2,0Q,... (qu'o —
T o
ler points), construit & partir d'un espace vectoriel directeur
i e | B8
4 1'aide d'une loi externe (additive) de schéma~: | =, .,
vérifiant pour tous vecteurs u, v, ... U tous points P, O,
- - - - -
1. P+ (u+v) = (P+u) +v et;, P+ 0, = 2.
2. Quels que soient P et Q, il existe v tel gque Q = P+ v.
3. Pour tout point P, seul v = 0, vérifie ? =2 + v.
O Interprétation
e L'écriture Q = P + u conduit 3 Q - P = u, qu'on =crit JL =k,
au vecteur u et

donc 1_._3’__1.91'. précédente fait correspondre
point P, le point Q tel que PQ = u.

e On peut considérer l'espace affine comme une représentation
de 1'espace vectoriel par des bipoints : uae fois un ler ;m;:;:
P choisi comme origine d'un vecteur u, le 2&me point Q est de~

terminé par P_6=3 (ou Q=P+G). .
e On peut méme fixer une origine commune 0 a tous les a;;fulzxza
alors oM = u (ou M=0 +G) définit le polnt M comme transforme
de O par la translation Ty : de cette maniére, l'fs;«hlit‘»’“““-“‘
est une représentation de l'espace vectoriel par des points
(mais on ne doit pas confondre vecteur u et point M).

% Cas usuels

- ‘Sre comme
3 2 naniere LUk
® Les espaces IR, ]RZ, ]R sont notés de la meme ml
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espaces vectoriels ou espaces affines, mais c'est dans le cas
affine qu'ils sont utilisés en pratique (architecture, dessin
technologie des machines, tara’) s

. Sous-espace affine de 25’ 2 sous—ensemble 6" des points M de 25’ tels

que, le point A Eétant fixé, M = A + u od u parcourt un sous-

industriel,

espace vectoriel E' de 1'espace directeur E.

S T P '\ ~ 53 &
@ Dans cecas &.a pourdirecteur le sous—espace (vectoriel) E'y—.

"transposant' les propriétés vecto-

0 ;Pfropriétg'sf“ : obtenues en
rielles au cas affine ; on rappelle les principales™:”
e L'intersection de 2 sous—espaces affines de & est un sous-—
espace affine de g, son espace (vectoriel) directeur est 1'in-

tersection des 2 sous—espaces directeurs correspondants.

® Deux sous—espaces affines sont supplémentaires dans (‘g‘lor:s-:=

que leurs espaces directeurs sont des sous-espa—ces (vectoriels)
supplémentaires dans E.
® De méme pour orthogonaux, lorsque l'orthogonalité est définie
dans 1'espace vectoriel.
o Parallélisme : 2 sous—espaces affines sont paralléles, lors-
qu'ils ont méme espace (vectoriel) directeur, (exemples : 2
droites paralléles, 2 plans paralléles).
® Plus généralement, 2 sous-espaces affines sont paralléles

' .
lorsqu'un des espaces directeurs est inclus dans 1'autre,

(exemple : droite paralléle a un plan).

® On note le parallélisme par le symbole /, on admet en géné-
ral que le parallélisme est "au sens large'" : les 2 sous-—

e

spaces affines peuvent avoir une intersectibn vide, ou bien

at
re confondus ou contenus 1'un dans 1'autre.

O Ex A
Exemples : le lecteur adaptera les exemples '"vectoriels'" du
chapitre 27, 3°,

209

N
2° . DIVIENSION. REPERES.

gr. Dimension : si & est un espace affine, d'espace vectoriel T
e E———EE

la dimension de g, notée dim 5’, est définie par :

I dim$= dimE.

o ’ Rezeres ‘d'un espace affine

e (soit el, ez, samy € ) une base de 1'espace vectoriel directeur

teur E,

E (on suppose dimE= n), on considére un point fixé de E, noté

= 5. & g —_— —
O et appelé origine de 6, et les n vecteurs OA , 0A,, ..., 0A_

. = - — e —
respectivement &gaux 3 e , e,, ..., «':1n

Le point O et les n vecteurs (0A7 i

it .
.) constituent un

repére de g, désigné par (0 ;e;,e,, ..., 2 ).

IR T I 3 T =
o g‘roprlete s+ tout point M de & est dafini par ses coordonnees
R4 (s A ) )
dans un tel repére ; ces coordonnées (x,, X,, ..., X_) sunt res-
1 2 n
pectivement égales aux composantes dans la base (el, eq)
- —_ —
du vecteur u correspondant (OM=u ou M=0+u), et dans tout

repére d'origine 0, O a pour coordonnées (0,0, ..., 0).

& 3° - APPLICATIONS AFFINES.

o -
2 espaces affines g, % d'espacesvectoriels
)

‘ -
I O Données : directeurs

o=
"
=)

I

(M)

[l oy

E, F sur un méme corps ]K, et une application £

O Conventions : pour clarifier certaines formules, ondésignera £

5 /SN N g
: par M', E(P) par P', etc... ; de plus, on noteralf une applicarion

ade & dans .

ﬂ"-. lindaire E dans F, pour ne pas confondre avect affin

f est affine lorsqu'il existe une application line
ecteurs) vérifiant, pour

W € YT TR
Q'Defmltlon !
R e )
z 22 > ~ 4 i
aire f (entre les espaces vectoriels dir

tous points M, P, ...

| €0y = ean + TOD) ou M'P' = E(MP).
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25 . i Vil
® f est appelée partie linéaire de f, ou application lindaire

. - -

associée a f, et on a : fé.f.P(E,F).

o Pi'opriétés
® La donnée d'un point A et de son transformé £(A) = A' ainsi
>

que de 1l'application linéaire f, définit une application affine

f (dont f est 1a partie linéaire). m
Preuve : tout point P a pour transformé £(P) = £(A) + _f’(ATf) par

définition, donc f est définie.

<5
e f injective <>f injective,
-
f surjective <=>f surjective,
. - = - . -

f bijective <>f bijective.

® Si 25’1 est un sous-espace affine, de sous-espace vectoriel di-
. 2> : ;
recteur E,, f(g]) est un sous-espace affine et f(E;) est son

sous-espace directeur.
% Cas de #= & (donc F =E)

® Définitions et propriétés précédentes restent valables ; main-
-+
tenant fEf(E), on a de plus :
* Si f et g (affines) t i inéai £ z :
§) ont pour parties linéaires f et g, alors:
g 0 f est affine et sa partie linéaire est E o _f.
* Si f (affine) est bijective, £ ! est affine et bijective,

- - - . -
et sa partie linéaire est f 1.

- -> .
® Pour chaque endomorphisme f, une application affine correspon-
dante est nommée et définie d'une maniére similaire ; ainsi :

homothtie vectorielle correspond 3 homothétie affine, de méme

our jecti ; : o .
. les projections, involutions (fof = Idy), symétries, ro-

tations, etc..., i

La tr i P ;
anslation de vecteur donné est une transformation affine

dont 1la i inBad : ;
Partie linéaire est 1'identité (vectorielle).

\ I'-""-'-.-!‘.l.........-

211
§ 4°- ESPACES EUCLIDIENS, AUTRES APPLICATIONS AFFINES

@tt. béfinition': un espace affine g est euclidien lorsque son espaQ%
VY ———— e *

vectoriel directeur E est euclidien.

@o :Conséquences : le produit scalaire (euclidien) agit sur les vec-
AT e— - " .
teurs de type PQ de & comme il agit sur les vecteurs correspon-

-»> = -
dants de E(u =PQ), de méme pour la norme.

2 R . .
¥¢ Exemples : si dans R (repére orthonormé) on a les points

¥ 3 . s
A(] ;2), B(zs%): C(—l,—l), D (-7,72:),'_ on obtient : AC = (—7_,—3)
— - — 5
d'aprés AC = C — A, de méme BD = (—?, ).
« ACBD = —2(—%) + 331 =9,

« ||&C|| = YCDZ+ (-3)Z = /13, ou aussi d(a,C) = /I3.

P et

S

%«;“?'Di‘étaﬁéé (euciidienne) : la distance de 2 point
8

notée d(P,Q), est définie par :
Id(P,Q) = lIFﬁH ol la norme est euclidienne.

L
O
)

w

e, e a s de &, P est défini
i me de ©, £ €St
e Si (O, €15 sres en) est un repere orthonorme "
—_— —_ —pi )
par OP = x e, + ---+ X e _ou par?(:-.l,...,.n_ )
151 o n o
2 4eee £(x -x )

QYo ey xr'l), et on obtient : d(P,Q) =v(x,7%,

f est une isomérri

rlv ' . )
I D e Isométries affines : l'application affine I
1; lorsqu'elle conserve la distance, d'ot la formuie :

= d(P,Q)-

apitre 27.

; 2 fin du ch
+ Le lecteur adaptera les résultats de la fin du ¢

“: ) )
‘ N ; l f isométrie affine<:>d[t(P),t(Q)]
| e & dans lui-

[0S A5
i . . . s d
‘ @3 ‘[ Conseil : pour &tudier une application affine £ ‘
% s invariants,
i méme, il est trés utile de rechercher d'abord les 1in .
: ! de points

; .
2 -} = N a pas
(points M tels que M=E(M)). Une translation n'a i -
§ .. s re ipvariants dans
o invariants, mais la répartition des points 1nvd R
. it des precislt

y autres cas (1 point, une droite, etc...) fourn . v

' rrie linéaire L.

i que 1'on peut compléter d l'aide de la pa

e 7{
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Les N°* renvoient aux pages ou le mot est défini bu expliqué

A

absolue (valeur, incer—
titude).ousss sesEEEEEs Ih—S8
accélération (scalaire,
VECLEUE ) siasasanasvemens 120

accéléré (mouvement)........ 121

affine (applic.)....... 178 - 209
affine (espace)..... viee 16-207
QfFiNité veeeevrieenni ... 155
AfFIxG crvovees amie s ... 62 -189
aire limitée par ... ....... 126
aléatoire..ceueuuacaa... 93-100
5L ) o R R SN .. 196

d'Alembert (Th.)esnsussaaena J0

alternée (suite)............ 113
analyse combinatoire....,.., 30

Angle.coessives

srreassinsess I8
angles (droites, plans). 163 -7]

anneau...

ceses 13

tessesisana., 6

anti-commucatif............. 172

antécédent.....

anti-déplacement....... 169 - 182

anti—paralléles............. 164

anti-rotation.......‘..

18] - 188
anti—symétrie.............. 4
app%gpation.............‘... 5

approchée (valeur).......... 57

archimédien...eveeveenaa.. 53
argumentesseceassecnasscnes 64
arrangement..sesecereacess 31
associativit@.vesevenenna. 11
ASYMPLOteisesenncanseansaas 73
automorphisme......... 15-180
barycentre...?......... 142
base (espace)..evvececen.. 200
base-(numération)......... 46
base (log. exp.)..... 137, 139
Bayes: (Thi)asevasmssamasa® 111
Bézout (Ths:)icsiwssnssonss. 42
Bienaymé-Tchebychev....... 108
bijectivité..eovivensnnan. 8
bilinéaire.ssveesvesnnens, 205
binaire (relation).ee.csess 3
binaire (numération)...... 47
bindme (formule).ssseoe.s.. 34
binGmiale (loi)......eo... 107
borne (inf., sup.,)........ 53
calcul approcg........ . 57

canonique (base)...,...... 200

cardinal-..............--- 3
carrée (racine)........ 54 =66
cartésien (produit)...sssy 2

Chasles (relation).,.. 17, 163

“"‘_”!‘.IlIl'llll!Illllllllll!nluunna-»nanm“:hwvA_

!

cinématique.cooeesss wieine i LD
circulaire (fonctiom)....... 22
classe (d'équivalence).... 4, 43
cocycliquessesrecneennnann was 165
coefficient de dispersion.... 103
cologarithme..cceveeeveans.. 138
combinaison (d'éléments).... 3l
combinaison linéaire........ 199
commutativité...eeeeveencess 11
comblémentaire... ...........

composée, compositione....i.e. 8

CONICAVIEE o v onasiovionsanas e 91
CONELUENCE s eeeeresoas S agiia 43
conjugué (complexe)......... 61
continuité........ i SR 79

convergente (suite).sec.eesss 114
cosinus, cotangente......... 20
couplesisessanas T R 2
courbe représentative....... 74
crible d'Eratosth&ne........ 38

CUlilative, o vov s namase 101

décimal (log.)sssvesssusneis 137
décimal (systéme).ssesvses... 46
dénombrement. .. vvveerereso. 30
R AR 53
169 -173

d&rivé (nombre).ssisesessnes 853

8 FY TR

déplacement.....ouvinns

dérivées successives........ 90
déterminant....vevesv.. 178, 186
diagonale de E X Evvevennans 9

diagramme (en batons)....... 102

différentielle.....,, swanies, B9
dimension (espace)..... 200, 209
directe (somme)............ 201
directeur (cercle)......... 152
directeur (espace)..... 16, 207
directrice (conique)..... .o 151
disjoints.ceiivennnnnns..,. 7
distanceviwamas e 170, 211

distribution (prob.)....... 10!

distributivite, cupenes seina 12
divergente (suite)......... 4
dividende, diviseur..... 36, 39
diviseur de zEro...... —
divisibilit@.acsrcoasrannrs 37
division euclidienne....... 36
domaine (fonction).esssss-- 72

BCALL—LYPErsavvvocrorrrnoes 103
élément (ensemble)...eseve- 1
glémentaire (prob.).....es: 94
élément NeutTesssessesseres 11
ellipseeeieeannnnsennennes . 14t
endomorphisme. ... tee. 15, 203
ensemble (source, but).... 5 6
ensemble des parties......: 1
ensemble quotient..... R ’?
entiers modulo peeeserrses 44
entiers naturels.coeeecesses ?3
entiers relatifs.cco..ee — 3?
équations(ctinéquations).. 5?
i 99
dquiprobableseeseeerrer®s B .

équivalence (relation)..««-
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équivalent (logiquement)... 2
Eratosthéne (crible)....... 38
espace (vectoriel, affine) 15,16
espace (probabilisable,
probabilisé€)..veveessaas 98
espérance mathématique..... 103
Euclide (algorithme)....... 40
euclidien (prod. scalaire,
NOLME) « s siv & siuve sraisis & 170 - 205
euclidienne (distance) 170- 211
euclidienne (division)..... 36
événement (prob.).ciccessa . 94
excentricité (conique) 146, ...
exponentielles........ 135, 139
externe (10i).eeeseessensas 10
factorielle..,..F........... 29

famille (libre, liée,

génératrice)....... veeea 199
Bermat’ (Th.)us:eeecmans .. 39, 46
focal (voir ellipse,

hyperbole)......... 146, 148
EONCET ONe sias sivia o iaa waa sss 8, 12

fonction affine, 1linéaire,. 81
fonction circulaire

(ETIQ0.) srvssmns wiss smiavigs 22
fonction en escalier.....,.. 123
fonction exponentielle 135, 139
fonction homographique..,.. 77
fonction logarithme.., 132, 137
fonction réciproque

(dérivée)....ov0uuuun, 9, 88

fonction vectorielle......s 118
foyer (coniques)...... 146, ...
fractioNesieseecccseecseacess 49
Gauss (Th.)g.’ﬂ....... 42
géNnérateuUr..ecescasscsesess 199
géométrique (suite)..o..... 114
graphe (relation, fonc-
tion).eeecensesocnsessa 3, 6
groupe, (gr. liméaire).. 12, 180
homographique (fonction)... 82
homomorphisme.......00veee. 14
homothétie...... seeees 166, 190
1'Hopital (régle).......... 78
hyperbole.................. 148

identité (application)..... 9
Im, image (applic. linéaire) 203
image (complexe)........... 62
imaginaire pur.......... 63, 68
impaire (fonction)......... 72
incertitude....vevvvveersss 58
ANCIBE. oiaate g svsaors s s oo iss, B2
incompatible.esessvesesnans 95
indépendance lindaire...... 199
indépendants (&véne-
ments)......oveuusee 95, 97
indépendantes (var. al.)... 104
indéterminée (forme)....... 76
ENdLeReuis s s un iiwa mo sine ms pvs, 420
inéquation.....eveusevssess 56

Info ' siseenrsonfonvonnansse iS5

infini..eeevsoosssnscrecscas
infleXioMeeesssncasoenccons
intégrale...cceseancancvoen
intégre..... 03 25aTS wxe. Shillodes S TS
interne (loi)eeeavescoscans
intersection (ensembles)...
intervalle..... TP o coce gf) Egees
invariant.ccceeececesencnes

inverse (matrice)..... 178,

involution...... veseas 169,
isogonale....oseseencas bia e
iSOmEtrie..cceeceeenocearans

isomorphisme........... 15,
K,L
Ker (noyau)............ -
Leibniz (fonction,
formules).......... 141,
1 | o P
linéaire (application).....
linéaire (indépendance)....
logarithmes...eveeeess 132,
loi bindmiale..vevesoeanann-
loi externe, interne.......
loi des grands nombres.....
loi de proba. des causes

(Bayes)euesirvrencannanns

| MAJOranC.cecscsccsscsnnasans

mantisse (1og.)cvserronaans
MALriceeiseeesnassaanns 176,
médiane (The)eeveseaeo 44,

54
92
123
14
10
1
54
204
187
173
164
206
202

202

143

75
202
199
137
107

10
109

111

53
138
185
145

mesure (d'angles)...... 19, |7]

MINEUE . civie s saimmmorsas 454 ceene 187
Minorant....eeeeeenunsn.., + 53
mod. T, mod. 27..... ee. 164,19
module.......... [ —— 64
modulo % , modulo p...... 4, 43
modulo m, modulo 27 ... 164, 19
Moivre (formule).......... . 70
morphisme.seecessasesas aeiarase 14

moyenne (Th., valeur). 130, 131

moyenne (prob.)....coeecsn. 103
multipleceeeranses R S 37
négation.....N ........... 2
népérien (log.)..c....- vaese 132
neutre (8lément)..ccecenses 11
Newton (bintme)....c... weess 34
nombres complexes

(conjuguds) ..eeenesss 60, 61
nombres d8rivés....csseeees 85
nombres premiers (entre

QUX) sassrarsne vinawes A8
norme (euclidienne).-.- 205, 206
NOYyaUesassssse eaasanas 202
numdration (systéme)......- 46
numérique(valeurapprochée) 57
n-uplefeeesenenenrneessss + 3
opération (interne,externe) l:

ordre (partiel, tot?l).....
: 171
orientation (R ,IR ). 18,

Scanné avec CamScanner



¥
J

e

S

T T T T S WA S N R

ST

orthogonal (endomorphisme) 206
orthogonaux (vecteurs,
droites, plans).... 176, 184

P.Q

paire (fonction)e.eeviananas 72

parabole..... tessrcenans «as 150
parallélisme. .. sussvwssssss 208
paramétriques (&q.)... 120, 155
partie (ensemble).......... 1
partie imaginaire.......... 60
partie pleine..... ... oW 1
partie réelleccceececcaasa . 60
pattie Vide e evasmesesssios 1
PAYLACLOM: o ninomiais wiws 44, 111

période, périodique........ 72

permutation..........,. caee 30
pECdssavicavives cmestesmssa 39
platicee - sessuisone ces.. 163, 183
plan complexe,.......... cee 62

point pondéré.............. 141
PPCMeetavoncencenann rveneas 4l
primitive............. 125, 129
principal (cercle)......... 155
probabilisable, probabilisé 98
...... soa 2
produit de fonctions....... 79

produit de matrices. .. 176, 185

produit cartésien.

produit scalaire.. 16, 170, 205
produit de variables alé-

atoires., .

cerseciianasa,. 105
produit vectoriel.,,,..,,,. 172

progressioniaicesssassisinas 115
projection (The)usevennnren 24
projection (sur droite,
plan).evesnvnsensss 167, 173
quotient Kmrin 8 ) vexcs wisis e e 35
quotient (ensemble)...... 4, 43
racine (carré?............ 54
racines (complexes)..... 66, 68
TBISONa s s ws vias viasaimss/asslhs 115
rang (d'un terme).......... 114
réciproque (fonction).... 9, 88
FECUTTRNCR. o svass siain wisre 515 5 oty 8 28
réflexioniesas... 168, 173, 190
TéfleXivit8ivisinsaaaconens 3
relation (binaire,...).. 3, ...
repéres (espaces)...sss.... 209
repére trigonométrique..... 18
reste (division)........... 36
restriction, restreindre... 8
retardé (mouvement)........ 121
Riemann (somme).......,so.. 123
EOLALion. oiesses 167, 173, 190
scalaire (corpss)........... 15
scalaire (produit),..,. 16, 205
similitude..suapupunasossss 169
BINUB ...t yuinnanunnannnss *20
somme (applications, fonc-
yeeseys 18

somme (sous-espaces)....... 200

CAONEY 5 5 55505 o 'en aves

gomme directe-....ceceioq.. 201
gous-espaces..... 198, 200, 208
gtabilité (lei, partie) 52, 199
SErUCEUTCisvvvmevvevevoanns 12
successives (dérivées)..... 90
suite récurrenté....,ecee.. 113
BUD:s ssroosvecosorasvnanace D3
supplémentaire........ 201, 208
surjectivité@....ccocevernves 7
symétries (droites,
plans)..e..... 166, 168, 173
symétrique (relation)...... 4
symétrique (élément)....... 11
T,UVW Z
tangente (trigo.).......... 20
tangente (3 courbe)........ 86
terme général (suite)...... 112

tirage (avec, sans remise).. 107

trajectoire.c.vuu......., .. 120
transitivité....,,...., 4
translation.ee.iv...... 165, 189

triangle quelconque (for-

mules)eeeneninnnnnnnn. oe 27
tribu....... SlerersiaTste O 93
triplet.........ovviviinn.. 3
uniforme (mouvement)....... ]EI;
unité (812ment)e..eee.nn.. 13
HRIVEL Bens s sinvian saawie oo 64 94
valeurs intermédiaires

(T Hs Yo 5o o 5 neme —— 80
VAT1ANCE. ¢ o vsvoscmansaes e 103
variations (fonction)...... 13

174

V1iSSAZEreennraarrnmcennsans

vitesse (scalaire, vecteur). 120

Wilson (Th.e)eeeeranenans 38, =0

/
)

Scanné avec CamScanner



=g

f?ci ,f.'-,'f“

CHAPITRE 1
page 1

CHAPITRE 2
page 18

page 28

TABLE DES MATIERES

NOTIONS FONDAMENTALES

Ensembles —Relations binaires —Applications, fonctions -
Lois de composition - Groupes, anneaux, corps — 'Morphis-

mes' - Espaces.

TRIGONOMETRIE PRATIQUE

‘Repére tr1gonometr1que-L1gnes trigonométriques — Fonc-—

tions sin, cos,... —Projections - Compléments, triangle

quelconque.

= r 4
CHAPITRE 3 @ DENOMBREMENTS

Structures — Récurrences — Indices —Dénombrements - For-—
mule du bindme, formules diverses.

CHAPITRE 4 (Z) DIVISEURS, MULTIPLES, NUMERATION. CD/J G G

page 36

Structures —Division - Nombres premiers — PGCD et PPCM -
Congruences — Systémes de numération.

CHAPITRE 5(::) FRACTIONS, INTRODUCTION A R

page 49

Structures - Calculs - Introduction 3 R —Rappels.

‘ CHAPITRE 6 ‘ CALCULS APPROCHES

|__ page 52

e
CHAPITRE 8 FONCTIONS, CONTINUITE, LIMITES

|
{
\

Structures-—MaJorants -Valeur absolue et racine carrée -
Equations et inéquations -Valeurs approchées.

CHAPITRE 7( € } CALCULS COMPLEXES, IMAGES GEOMETRIQUES

page 60

page 72

Forme algébrique - Images dans un plan - Forme trigono-—
métrique, racines - Compléments.

Représentations graphiques - Limites - Limites usuelles =
Continuité - Fonctions usuelles.

CHAPITRE 9 DERIVEES

page 85

Définitions - Interprétation - Formules -Différentielles,
dérivées successives - Compléments.

f
|
|

177"// P P s "

|}
i
l

!
i
i

by i

\

CHAPITRE 11
page 100

CHAPITRE 12
page 107

CHAPITRE 13
page 112

CHAPITRE 14
page 118

—
| CHAPITRE 15
page 123

CHAPITRE 16
page 132

CHAPITRE 17
page 135

CHAPITRE 18
page 141

CHAPITRE 19
page l46

TRE-10 PROBABILITES, AXIOMES

Exemples —Dé&finitions —Notations - Probabilités - Compla-
ments. P

VARIABLES ALEATOIRES

Généralités —Fonctions — Espérance, variance, &cart-
type —Opérations.

LOIS DE PROBABILITE, INEGALITES ET THEOREMES

Tirages de boules —Loi binGmiale - Inégalité de Bienaymé -
Tchebychev —Loi des grands nombres —Théoréme de Bayes.
SUITES, PROGRESSIONS

Suites — Notions diverses — Progressions - Sommes classi-
ques.

FONCTIONS VECTORIELLES, CINEMATIQUE

Fonctions vectorielles —Cinématigue générale -Mouve-
ments classiques.

INTEGRALES, AIRES

Intégrale d'une fonction en escalier - Primitives d'une
fonction continue — Intégrale d'une fonction continue -
Calcul de primitives —Compléments.

LOGARITHME NEPERIEN

Définition - Fonction Log — Propriétés - Exemples.

EXPONENTIELLES, AUTRES LOGARITHMES
Exponentielle de base e —Autres logarithmes - Autres
exponentielles.

BARYCENTRES, FONCTIONS f(M) = A,MA] +,MA] +

Fonction de Leibniz - Barycentre —Formules de Leibniz —

Applications pratiques.

CONIQUES
Introduction géométrique —Définitions en géométrie -
Définitions par équations - Compléments.

Scanné avec CamScanner



CHAPITRE 20
page 158

| CHAPITRE 21

page 163

CHAPITRE 22
page 171

g

p=

ALY

g

i

PR —

i

9
5

)
i CHAPITRE
v e
v “‘._ ‘o.‘- !

CHAPITRE 23
page 175

CHAPITRE 24
page 183~

CHAPITRE 25
page 189

CHAPITRE /26
page 194
N

page 198

CHAPITRE

page 207

A"

q’oﬂi‘llﬁ",\?\

"Angles dans le plan - Ensembles de points définis par

. Espaces et sous-espaces —Indépendance, générateurs,

| o —
r’/l/ i - ~

L = oS gt o R,
(L” )w(,cu, , P4

b .:' D")(v o
S PR -
DROITE VECTORIELLE R, DROITE AFFINE R f‘h

Espace vectoriel R -Espace affine R~ Applications liné- N
aires - Applications affines.

ANGLES, TRANSFORHATIONS USUELLES DU PLAN _—~

angles - Translation - Homothéties — Rotations - Projec-
tions - Symétries et réflexions —Compléments.
ANGLES, TRANSFORMATIONS USUELLES DE L'ESPACE

Angles dans l'espace —Transformations usuelles -
Compléments.

APPLICATIONS !.INEAIRES (MATRICES) OU AFFINES DU PLAN/
Rappels de  géométrie — Applications linéaires, matrices -
Applications affines - Compléments.

APPLICATIONS LINEAIRES OU AFFINES DE L'ESPACE

Rappels de géométrie —Applications lin&aires —Applica-
tions affines — Compléments.

LES EN GEOMETRIE PLANE C‘

Passage des complexes aux points ou vecteurs —Exemples,
f(z) =az +b, £(z) =az +b.

EXEMPLES USUELS DE GROUPES, ANNEAUX, CORPS, ESPACES -

Rappels -~ Fonctions ou applications — Suites — Polyndmes ~
Matrices 2 x2, !

GENERALITES SUR LES ESPACES VECTORIELS ET LES APPLICA-
TIONS LINEAIRES :

e

bases —Soymes,supplémentaires-Applications lin8aires ~ !
Endomonhxsmes - Espaces euclidiens.

GENERALITES SUR LES ESP, TIONS
P SPACES AFFINES ET LES APPLICA

Dimension quelconque : espaces, applications affines~

Dimension finie : b
s ¢ bases, repéres, cas euclidien -
Compléments. ’ ;1d

/

" Aegpn A7
.
-/.r‘\-o

!M

Scanné avec CamScanner



